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МАТЕМАТИКА

И. Г. Хачатрян

Необходимые и достаточные условия разрешимости обратной 
задачи рассеяния для дифференциальных операторов высших 

порядков на полуоси
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашаном 31 VIII 1982)

Пусть А —некоторый самосопряженный оператор в А’(0. оо), по­
рожденный самосопряженным по Лагранжу дифференциальным вы­
ражением
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где лГ>1, а коэффициенты qk(x) —комплекснозначные 
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В работах (I>2) автором рассмотрена обратная задача рассеяния, 
состоящая в восстановлении оператора L по набору данных рассеяния

{Г, М>.) (Х£Т), $(>.) (>>0)}, (4)
где Т—множество всех тех чисел а ('а>0 или arg а = —~/2/г), для ко­
торых числа Л2я являются собственными значениями оператора L. а 
А^(Х) и 5(a)—матрицы

'ЛГ(Х)-цад)И;/_р кт, (5)

S(M 4^/(><z_0. х>0, (6)

являющиеся определенными спектральными характеристиками точеч­
ного и непрерывного спектров оператора А. В указанных работах 
выводится аналог интегрального уравнения Гельфанда—Певитана — 
Марченко (3-4), тем самым доказывается единственность решения об­
ратной задачи и указывается процедура восстановления оператора А 
по данным рассеяния (4).

В настоящей заметке указываются необходимые и достаточные 
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условия, при которых наперед заданный набор данных (4) является 
набором данных рассеяния некоторого самосопряженного дифферен­
циального оператора Ь с коэффициентами, удовлетворяющими усло­
виям (3).

Перечислим эти условия.
Г՜. Т = Т~иТ+, где Т~—конечное множество точек на открытом 

луче аг^Х=—тс/2д (л>1—фиксированное натуральное число), а ֊ 
множество точек на полуоси (0, оо), не имеющее отличной от нуля 
конечной точки сгущения (при д = 2 множество Т+ конечно). Кроме 
того,

V )чл/2 V Х—л/2 <^©о. 
хе(о.1)пг хб(1.«)пг

2 . При каждом Л^(Х) есть отличная от нуля эрмитова не­
отрицательная матрица (5), причем Л/*л(Х) = /УлЛ(л) = 0 (6=1,2, ...» /г) 
при л£Т+.

3°. При каждом >?>0 5(Х) есть матрица (6) с элементами

МЧ = ~֊W) S/(X), k, j = 0, 1, . .n, 
2՜

причем все функции 5Л(л) имеют на полуоси (0, оо) непрерывные 
производные первого порядка и |50(к)|ж=£я(Х) = 1,

4°. Функция
ОС X I

/^(х,/) = С ( ( У +
*/ »> и л,/—о
ООО
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X t 
п __

где интеграл и ряд сходятся в обычном смысле при любых х, /£[0, эо) 
непрерывна в области О^х,/<Ъо. Разность Л(х, t)—m!n{x, t} имеет 
в области О^х, непрерывные частные производные первого 
порядка, а в области Осх, х + ^т^О—непрерывные частные про­
изводные второго порядка. Функция (аналог ядра 
тана—Марченко)

Гельфанда—Леви-

^(*,0 = дг 
dxdt

[Л(х, /)—min {х, £}]

имеет в области 0<х, /<Ъо непрерывные частные производные до 
(2л—1)-го порядка включительно.

5°. Функция Л0(г, ;) = /?(г, г-}-?) и все ее частные производные 
до (2л — 1)-го порядка включительно при каждом фиксированном £ О 
по переменной г аналитически продолжаются с полуоси (0, ос) в 
сектор (2) и удовлетворяют неравенствам

Е) 
dzi d^֊i



о

д
dz dt^h(x), x = Rez,

где А(х) и Лл(х) (0<£<2я—2) — невозрастающие и вместе с Л2л_1(х) 
суммируемые на полуоси (0, о©) функции.

6°. При каждом г из замкнутого сектора (2) оператор 
обратим в Л2(0, о©), где /—единичный оператор, а О2—интегральный 
оператор с ядром

G(z; х, при 
при

0<^х^с
0<^ t ^х<Ъ©.

9

Замыкание в Л2(0, ос) линейной оболочки всех функций

/=1- 2, ■ • п, (7)

не содержит отличного от нуля элемента, ортогонального к нулево­
му подпространству оператора /Ц-Л?, где интегральный оператор 
с ядром

Fs(x, О = F(x, t)— v v е-(8)
хег а.;-։

8'. Оператор 1-\-А обратим в /.’(О, ос), где Л —интегральный 
оператор с ядром

!1) = —
1

2 тс/
S,(X) Sj(e) о</., н<С°°-

ормулируем теперь основной результат настоящей заметки.
Теорема. Чтобы данные (4) были данными рассеяния неко­

торого самосопряженного оператора Л, порожденного в /?(0, о©) 
самосопряженным дифференциальным выражением вида (I) с голо­
морфными в секторе (2) и удовлетворяющими условиям (3) коэф­
фициентами, необходимо и достаточно выполнение условий 1°—8Э.

11ри доказательстве теоремы используются результаты работ

Замечание 1. В условии 3° вместо гладкости достаточно 
предполагать непрерывность функций 5л(л).

Замечание 2. Из условий 1°—5° уже следует обратимость 
оператора /+<7- для всех значений г вне некоторого ограниченного 
множества, не имеющего точки сгущения внутри сектора (2) и не 
содержащего точки из полуоси (0, о©).

Замечание 3. Сходимость ряда в (8) и ограниченность опе­
раторов и А следуют из условий 1°—5\

Замечание 4. Из обратимости оператора /4֊б70 следует, что 
нулевое подпространство оператора /-[-Е$ также не содержит отлич­
ного от нуля элемента, ортогонального к линейной оболочке функ­
ций (7).

Замечание 5. В случае конечности множества Т вместо ус­
ловия 7° достаточно предполагать, что линейная оболочка функций



(7) и нулевое подпространство оператора /+Л$ имеют одинаковую 
размерность.

Кроме указанных в замечаниях 1, 2 и 5 связей, в остальном ус­
ловия 1—8 независимы. В связи с этим отметим, что в случае п—\ 
из условий 1 —5° следует еще обратимость одного из операторов 

и /4-Д, а свойство 6°, как доказано в (4), является следствием 
условий 1 —5 и указанного в замечании 5 условия.

Укажем еще несколько свойств данных рассеяния (4).
Ранг матрицы 7У(Х) совпадает с кратностью собственного значе­

ния Х֊'л оператора А и может равняться я—1 лишь для конечного 
числа значений X. Кроме того, существуют независящие от X числа 

такие, что

Для оператора А, порожденного краевыми условиями у(*)(0)=0 
(£ = 0, 1, . . ., п — 1), а в случае регулярного (6) конца х = 0 для лю­
бого оператора 7, множество Т+ ограничено и все функции 5&(Х) 
стремятся к конечным пределам при Х-*-|֊оо, причем эти пределы 
не зависят от коэффициентов удовлетворяющих указанным
условиям.

В заключение автор благодарит В. Б. Лидского за полезные 
обсуждения результатов.
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I1. Գ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Կիսաոա նց քի 4гш Ршр^р կարգի դիֆերենցիալ օպերատորների համար
գրման հակադարձ խնդրի լուծելիության անհրաժեշտ և թավարար պայմաններ

Լ դիֆերենցիալ օպերատորը, "բի դործակիցները հոլոմո
Լ2 (0, օօ) տարածու {՛!լունում դիտարկվու մ է Qjl կարդի ին քն ահամ ա լուծ

րֆ ֆ ունկց իանե ր են

4(1Ո1Ւէ երբ Բերվում
դե սլքում նաիարոբ տրված 
նշվաե տիպի Լ օպե րատորի

են անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ, որոնց 
տվլալնե ր ը հանդիսանում են ցրման տվլա լն ե ր 
համար։
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