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Об асимптотике решений системы сингулярных интегральных 
V V пуравнении, порожденной уравнениями Ламе, в окрестности угловых

точек контура 
* 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 2/ХП 1982)

Определение асимптотики решений интегральных уравнений 
вблизи угловых точек контура представляет значительный теорети­
ческий интерес и оказывается полезным и эффективным при числен­
ной реализации их решений (см. (’)).

В настоящей работе получена асимптотика решений системы 
сингулярных интегральных уравнений плоской задачи теории упру­
гости вблизи угловых точек контура. Рассматривается система интег­
ральных уравнений теории потенциала, которая получается при ре­
шении первой краевой задачи для системы уравнений Ламе. Для оп- 
ределения асимптотики решений интегральных уравнений применяет­
ся метод, использованный ранее в (2) для исследования асимптотики 
решений интегральных уравнений . теории логарифмического потен­
циала со смешанными краевыми условиями. Здесь мы рассматриваем 
первую внутреннюю задачу плоской теории упругости, когда на кон­
туре заданы смещения.

Пусть дй простая замкнутая кусочно-гладкая кривая с конеч­
ным числом угловых точек р2, ... рт. Обозначим через &<'> огра­
ниченную область, расположенную внутри, а через область, 
внешнюю по отношению к дй. Раствор угла между полукасательны­
ми в точке р; со стороны области обозначим 2яу. Допустим, что 

при /=1, 2,... т.
Как известно, решение плоской задачи теории упругости при 

заданных на границе смещениях сводится к решению следующей 
краевой задачи для системы Ламе:

0 в Զ(/Լ
где X и у— коэффициенты Ламе.

Решение задачи (1.1) будем искать в виде обобщенного упру­
гого потенциала двойного слоя (3)

(1Г<р)(х) = |7'(ժր, л)Г(у—х)]*?(уМУ$, (2)

где <р—искомая вектор-функция, Г(у—х) — (2X2) матрица Кедьдина — 
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Сомильяна с элементами Г,7 = а^1оег-1+6[(у(-х/)(у,-ху)]/г5, Т(ду, 
матричный дифференциальный оператор с элементами Т\7 = 

^1Л^у)д/ду1+\1П1(у)д!д^+^1д!дп, 1,у = 1, 2; а = (/.+3;1)/2-у(>.+2у),
^ = (Х-1-|»)/2"1‘(^+211)> /։ = {л։. л2} —единичная нормаль в точке контура, 
знак ♦ означает переход к сопряженной матрице.

Учитывая граничные свойства потенциала (2), получаем систему 
сингулярных интегральных уравнений (4) 

а

— <р(х)+ I |Т(<?У, л)Г(у-х)]*?(у)£/у5 = ^(х), х^дС1\ир/, (3) 
1 

02

разрешимость которой в весовых классах Гельдера исследована в 
(5). Ниже при нахождении асимптотики мы не будем уточнять прос­
транства, которым принадлежат рассматриваемые функции, и для

—►
простоты будем считать вектор g гладким.

Выразим решение системы (3) через решение некоторой 
вспомогательной задачи. Обозначим через решение задачи

в Г(дх, п)^1д2 = (Т(дх, п)и^—Т(дх, п)и^/д2, (4)

стремящееся к 
Пусть

нулю на бесконечности, 
решение задачи

Аи1е) = 0 в и(е)/д2^ё. (5)

На основании формулы Бетти будем иметь при х£да\С'Р)

и(0(Х)=- ( и«>(у)[Т(<?У։ л)Г(у—х)]*£/уд+ | Г(у-х)Г(<?у, л)и<'>(у)</у5;

аз ас
(6)

«(г)(х) = и('>(у)1 Т(ду, л)Г(у—х)]*</у$— Г(у-х)Т(ду, п)и<еЦу№у$+2и^оо).
02 02

(?)

Складывая (6) и (7), находим

21= [г(у-х)[Г(^у, П)а<'>(у)-7(ду, л)а<'>(у)1^у5+2и‘'>(оо), (8)
и 02 

—»
где «<е>(оо) — предельное значение вектора и(е^ на бесконечности.

Учитывая, что решение'задачи (4) при х^д&\С'Р) имеет пред­

ставление
1г)(х) = ^1')(у)[Г(<?у, л)Г(у-х)]^у$֊уГ(у-х)Т(<?у, лМ‘>(у)</у5, (9) 

00 02
принимая во внимание (8) и равенство

У [Т(ду, л)Г(у—х)]*</^=£, 

дя
гДе единичная матрица, получаем
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. (10)

Для простоты предположим, что вблизи точки р) область сов- 
падает с сектором = р£/0; 0</><Т>, —а<Т)<Лх}.

Рассмотрим случай —. При и р—>0

—> —*

«(■> = £(0)4- — (0)х։+ (0)х2Н-О(Р1 + '). €>0. (11)
дхг дх2

Аналогично при

//(б) = ^(0)+ МРх481П()п—~^՜—~81п(Хм+1 )9 —81п(Х«— 1 )9 | + 
|51п(лц֊р 1)(тс —а) )

. . [ С05(Хи—1)(тс —а) м . 1Ч0 , . ..с1 ,
+ев>2б/рМ--------1--------- -------- со5(ли + 1)0+со8(л«—1)91+

I со8()и + 1)(тс—а) I
—»■ —*

4- (0)^4- (0)х2+б(р'+').
дх1 дх2

(12)

где /֊—упругая постоянная, равная 3 — 4 V 
'/ — коэффициент Пуассона; /и— корень

при плоской деформации;
уравнения х81п2Цтс—а) +

+ л51п2(”—а) = 0 с наименьшей положительной действительной час­
тью. Случай кратных корней ли не рассматривается.

Так как вектор-функции (11) и (12) можно дифференцировать, 
то, вычисляя оператор напряжений Т(ди> п) при р—>0 и
решая задачу (4), получаем

^)_г/(г)(0)4-еЛок/! —- с0!5('՜' 1)(՜ а)со5()-<4-1)б4- 
I х—X/ СОв(Х/4֊1)(тс—а)

4-со8(Х(-1)9|4-Мх-М֊1Врх' (-(>•»֊1)5||1(;'~1)<~~:,) 3|пр(+1)0 
) I 8|п(Х/+1)(тс —а)

+ (х+М)81п(Х/—1 )$|, — (тс—а)^9^тс —а, (13)

где >/ корень уравнения 51п2>.(тс—а)+Х81п2(тс—а) = 0 с наименьшей 

действительной частью. Доказывается, что если 0<^а<^-|-. По­

этому в главном члене асимптотики (13) участвует число )/. 
Итак, при г֊>0 на основании (10) имеем

? —?(0) ~ е9—

(14)

Здесь во второй скобке верхние знаки соответствуют лучу 9 = 
= тс—а, а нижние — лучу 0= — (тс — а).

Постоянную В будем определять методом, предложенным в (®). 
Применяя формулу Бетти к вектор-функциям и по области 
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рн=:2(^Г||у х|>г при х -Р] и £—>0, где определяется по (13), а 

;(<’) — решение задачи

4^=0 в Т(дХ1 /г)^)=0 на дП\р,, (15)
имеющее асимптотику

С05(Х/ 1)(~—а)

СОЗ(ХГ — 1 )(тс — а)
С05('/./— 1)9-|-С05(Х/+ 1)9

81п(а/+ 1 )(՜—а)

81п(Х/— 1)(-—а)

получаем

81п(Х/—1)9 — (х—л/)$1п(а/4- 1)6

В = кх ։(а) ^Т(ду, п)и^с1у8.

Продолжая вектор-функцию С(е) в область 

Лг(/) = 0 в Я<'\ на д&\\^Р) получаем

В = к~}(*) | (^-^(0))Л^у. п)г^у5.
д'2

решением задачи

(16)

Формулы (14) и (16) определяют главный член асимптотики
к

вектор-функции <р—с?(0) в случае 0<а<^—.

Пусть теперь

При х£Я<9 и р—>0 решения задач (1) и (5) имеют асимптотику

, 151п(Хд—1)а/г<0 —^(О)н֊^0рх

4 еьС^и

Ь 7ЧОМ
дхл дх„

(17)

«и-^(0)+ — (0)л'1 
их,

(18)
дх2

Решая задачу (4), учитывая дифференцируемость вектор-функ-
ний (17) и (18), при х£д£\р] и р->0 получаем 

г>(г)^'у(^(о)4֊^ррх^{7)151п(Ац-Ь 1)9—П351п(/

4֊ ^ор>и{^1СО8(^«+ 1 )9 + ^2/?3СО8(Аи— 1 )9},

'и

(19)

где

—б[ 81п2Хц(к—а)—Хи81п2(^—а)] ф<а———-|-81п[гс(ли 1)+2а]4՛
I 81п(Л0+1)а
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Տ*Ո( ----— Տ1Ո [т:(ла— 1) —2аХц]— —--- - (1 —'՜շ) տ 1 птг ( ճս — 1)
51л(Хи+1)а 2/и

О3 = 2С/.„[ տտ2/>„(~ — а) — Հ,տ1ո2(~—я)]՜1 2'ես 81п(Хй—1)(~—а) 
տ1ո(/ 0 4-1 )(՜ — а)

81п(Х«Н՜1)~

—Хо( 1 —՝;շ)տ1ո խ(/«ս-]-1)—2а]4-(1 — ^2)տ1ո[1ր()<սփ 1) — 2Хиа]

В силу (10) имеем

и (20)

Здесь верхний знак соответствует лучу 9— т—а, а нижний — лучу 
9 — — (-—а). # •

Постоянную С будем определять аналогично предыдущему 
случаю:

О=—£?՛(«) I (Հ-Քր(0))7՜(ժր,
ԺՋ

(21)

Տ1 п (Х« -1)9+?1п(Ха+1)9 +

—> 
где С(/) решение задачи

= о в 2(0, ^(0=0 на д2\р]у

• имеющее асимптотику *

| 51п(л«— 1)а

4֊еер~хЛ51П^и^~ соз(Ха — 1 )9-р2со8(Х« 4՜ 1 )0!, —а<9^а. 
(81п(Х«—1)а |

В (16) и (21) и £2 —константы, зависящие от упругих пос­
тоянных и величины угла области.

Формулы (20) и (21) определяют главный член асимптотики
Л —> —> 

вектор-функции ф — ^(0) в случае

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса • • I '

и. и. ԶԱՐԴԱՐՅԱՆ

Լամեի հավասարումներից ստացւ|ած սինգույյար 
հավասարումների համակարգի յուծումների վար

ինտեգրալ 
քագիծր,

եզրագծի անկյունային կետերի շրջակայքում

Ա ռա ձդա կ սւն ո ւք<1 յան տեսության հարթ թւ^հրյրթ լուծման համար էլի տ արկ֊ 
վում / Լամեի հավասարումներից ստացված սինզուլյար ինտեգրալ հավա֊ 
սարումների համակարգը անկյուններ ունեցող տիրույթների գեպքում։

Հայտնի է, որ եզրային ինտեգրա լ հավասարումները բավականաչափ
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£շտութ1ամր լուծելու համար անհրաժեշտ է ուսումնասերն, նոաք . .
Աք/, 44„M \ Հէ ;հ;հ ■

Հ ,7’ւ ,'ւԼ.յ,երբ տիրուլթի եզրում տրված են տեղափ„խ„,թյոլններէ;։ 1 7 ’
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