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(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергсляном 28/Х1 1982)

1. Пусть и={г: |г|<1}—единичный круг в комплексной плос
кости, Г —его граница, К—непустое подмножество Ս. Для любых 
натуральных п и т(п^т) обозначим через /С) совокупность
всех мероморфных функций ք в круге Ս и таких, что

а) число полюсов ք в Ս с учетом кратностей не превосходит п • • * • է >
и все они принадлежат множеству К\ число геометрически различ
ных полюсов не превосходит т\

6) ||/Цг=зирПт |/(ч)|<1. 
гег с—леей

Пусть /?/—сумма главных частей функции /<) по
всем ее полюсам в Ս. Положим

^) = 5ир{||/?/||г:/^'и)(^.Л)}, К)=>֊<Ж *)•
Если К=и и т = 7г, т. е. нет никаких ограничений на располо

жение и число геометрически различных полюсов ք ъ Ս, в работе 
ք1) показано, что >л(Ճ7, и)хп. Для любого множества К такого, что 

имеет место следующая асимптотическая формула:

Ит
Л—*оо

Замечание. Легко видеть, что в асимптотической формуле для 
завышается вдвое по сравнению с тео

ремой Э. Ландау.

* • ’ ՛ ' • у • • • , к. .Н

К)~ — 1о£/7. (1)

В работе (* 3), где установлено соотношение (I), показано, что если 
множество К состоит из единственной точки д=0, то (1) сводится к 
хорошо известному результату Э. Ландау об оценке сумм Тейлора 
ограниченных аналитических функций в круге и (3). Из формулы 
(1) вытекает; что для любой фиксированной точки а^и также

* 1՛ 1 * * - - I

ля(С7. {а})-~ — 10£/г. Очевидно, что = Ч1)(^Г, ^) = зирХя(С/, {а}). В 
ТС а^и

настоящей заметке будет доказана следующая
Теорема. Справедливо соотношение

10^77 (2)

коэффициент при 1օքք/7
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2. Перейдем к доказательству теоремы; мы опускаем вычисле
ния» связанные с обоснованием ряда дальнейших оценок.

Рассмотрим произвольную функцию /СЛ1<։1)((/) = /И<։1)(^։ иу

Нетрудно проверить, что реравенство (5) справедливо и при |я|

Пусть / имеет в круге и единственный полюс в точке а, кратность 
которого не выше чем п. Повторяя те же рассуждения, что и в (г), 
получим

' (3)
рде

рп:=е-Чп՝°еп-,

здесь и далее будем считать п>\. Фиксируем произвольную точку 
г0 и будем оценивать |/?/(г0)|, г^СГ. Без ограничения общности мож
но считать, что г0=1. »

Для любой точки а^и положим

гл(а) = 1п{ |г-1|, г'(а) = зир

очевидно, 0<^гл(л)<^гДа). Получим оценку для отношения г п(а)/՛ г п(а),

О г / \ Ш +а 1 ।Заметим, что если г^£п(ау то можно взять г =----- =— , где И<?^-
Я ' ’Й,*՜՝'՝ г*:՛ ■

Поэтому для произвольных точек е/в£Г и г^п(а) имеем

Следовательно

(4)

Для произвольных точек г г2Сд£л(я) можно считать, что

7-
ш2 =рп

Поэтому при |а£> —
/-

I

21 —
1 8-^1 

1—?п

Из последнего соотношения следует, что для |а|> —

О

отсюда, учитывая (4), получаем
<(«) С >6

(5)

1
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Положим Ял(а) = 1|<г'(а)}. Граница области о„(а) сос
тоит из дуг Ь„(а) и А’(а) окружностей |г—1|=г^(а) и |г—1| = гп(а) 
соответственно и множества /п(а) = ГП{гп(аХ|г—1|</'(а)}, которое 
является объединением двух симметричных относительно веществен
ной оси дуг единичной окружности Г.

Так как а&п(а), а точка г0=1 лежит вне сп(а), то

/(2) йг

дап(а)

Отсюда, воспользовавшись (3), получаем
е'/'ок'1 Г |^г| 

2" .) |г—1| 
дал(а)

Далее, учитывая (5), определение чисел рп и конструкцию множеств 
легко показать (см. (2)), что

|Я/(1)|< (— +£л\оел, Птел = о.
\ К / п-*зс

Аналогичное соотношение верно для ||/?/|г; следовательно, для всех п

Теперь для доказательства теоремы достаточно

11т ֊֊^-----> —.
л-оо 1О£« *

Считая О«са<4, положим

показать, что

(6)

К'п,аИ^Кп(-֊}, Тп,а(г)=Кп^) ■ К'па(г)
—аг/

а

где Кл(г), Кп.а(^) имеют тот же смысл, что и в (2).
Из оценки (7) работы (2) имеем

1 — аг

аг£( 1 -аг)֊|-а^
2С

(7)
п аг£-----------

\ 1 —аг

Чтобы оценить |аг£[ — (г — аг)]|,
г=е1^Г

сначала заметим, что при

2( 1+а)*31п2 —
СОБ 1— аг

81П а^
1—аг

(аа—1)з1п0

(1— Я)24-4<25|Г12—
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в дальнейшем будем считать 0<1-а„<1/и. Если г=ел и |6|<(1- 
—ап)п/1о£П, то при всех п выполняется хотя бы одно из следующих 
неравенств:

соэ ЭГ£

з!п

(буквой С с различными индексами мы обозначаем абсолютные по
ложительные константы).

Отсюда следует, что при тех же значениях г • справедлива 
оценка

аг£ ап 1О£Я
3 п

С учетом последнего соотношения из (7) получаем

1 С
а^( 1 ֊^г) +агё —- (г) < -г= (8)

Из оценки (8) работы (2) имеем

Суммирование оценок (8) и (9) дает, что

2агв(1— алг) + аг§

"(1—агг)п/\^п}

(9)

(10)

(константы С' и С" выбираются так, что 
считая |аг§[ 1/(1 4֊г)]|<Т8//1оё/г, получим

п1

7Հօո(Հ) 
аг£ —।—— Հ 1Օ£ Ո

+аг§/(л,я„ (г) 5

в

Заметим, что |7\>ал(г)|= 1 при г£Г и Гл,ап(г)СЛЩ+1(С;). Повторяя те 
же рассуждения, что и в (2), из (11), с учетом конструкции мно
жеств Уп,ап, нетрудно получить соотношение (6). Теорема доказана.

Ереванским политехнический институт им. К. Маркса

Լ. Դ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ
է. Լանղաոփ մի թեորեմի վերաբերյալ 

հեղինակի (!) ա շիւ ատ ան քում ցանկացած А(К\_ (У) բաղԱութլան հ

սսւացված է
23



W

Կ(1Հ K)—J-iog/z

ասիմպտոտական րանաձևր, Ս~ (Z * |շ|<Հ 1 }---միավոր շրջանն է
կոմպլեքս հարթ ու թ լան վրա։ Նալն աշխատանքում ցուլց է տրված, որ եթե 
}Հ= {0}, ապա վերը նշված րանաձևր համրնէլնում է միավոր շրջանում սահ֊ 
մ անափ ակ անալիտիկ ֆունկցիաների թելլորլան մասնակի գումարների գնա»
հա տ ական ի' է» ԼI 

նաև, որ Ս'•֊ ին պ
աու նի արդ լան քի հետ։

ատկանող ցանկացած սևեռված Ա կետի համ ար՝

log ո:

ներկա հոդվածում ապացո։ ցված է 

ասի մպտոս, ական րանաձևր, որտեղ ակնհալտորեն

{օ}):
ՕՀՍ

Ալսպիսով ե^(Լ/)~ի ա ս խք պտ ո տ ական բանաձևում \Օ^Ո,~Է ղործակիւյր երկու
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