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1. Пространства дефектности риманова многообразия и простран- 
| ства относительной дефектности подмногообразия евклидова простран- 
I ства определены и изучены Черном и Кюипером (’).

В настоящей работе для /^-мерного подмногообразия Мт //-мер
ного евклидова пространства определяется понятие пространства 
нормальной дефектности и изучаются некоторые его свойства.

Чтобы перейти к более точным определениям и формулировкам, 
приведем некоторые необходимые сведения из римановой геометрии 

? подмногообразий.
* Пусть Мт — подмногообразие в а Т(Мт) и 7^(Мт) обозна- 
I чают его касательное и нормальное расслоения соответствен- 
I но. Риманова связность V пространства индуцирует в рас
слоениях Т(Мт) и Т±(М/Л) естественные связности: в Г(Л4,п)—связ
ность Леви—Чивита V индуцированной метрики на а в

■Т1 (Д4Ш)—нормальную связность V1, которая векторным полям X и ' 
как сечениям в и Т-Ц/И,,,) соответственно ставит в соответ
ствие в точке компоненту ковариантной производной (тх-)х во
втором прямом слагаемом Г^-(Мт) разложения 7\\$п)=

При этом имеют место формулы (’)
I ?а'К= ухК+а2(Л\ Г), (1)

I Лс(Х)4-7^, (2)

где X, У—касательные к векторые поля, а С—нормальное к Мт 
векторное поле. В правых частях формул (1), (2) первые слагаемые 
в точке принадлежат касательному пространству 7\(Л4т)։ а
вторые слагаемые — нормальному пространству Г . В формуле
(1) а2 является билинейной симметрической формой и называется
второй фундаментальной формой подмногообразия М„։. В формуле 
(2) А в точке х^.Иш является симметрическим эндоморфизмом прос-
транства 7'Л(Мя։) и называется вторым

1

1 ундаментальным тензором,
соответствующим 
тождество (2)

нормальному векторному полю Имеет место

У)=ёЦаг(Х, Ո. Լ),
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где £ и £■-*- —метрики в 7\Мт) и Т±(Мт) соответственно. Кроме того 
тензор Л; удовлетворяет уравнению Кодацции (2)

(3)
где г—связность ван дер Вардена —Бортолотти (2).

Тензор У?-1-, определенный равенством /?1(АГ, Е);=д±дг; — 
' —гр» называется тензором кривизны нормальной связнос
ти V1. Для любых касательных векторных полей X, У и любых 
нормальных векторных полей Д 73 имеет место уравнение Риччи (2) 

£±(/?1(Х, /);, = АД(Л), У) (4)
где [А;, Дт,] = Д;Дт; — Дт(Д;. Если /?^=0, то нормальная связность 
называется плоской.

За всеми остальными сведениями отсылаем к монографии (2).
2. В касательном пространстве 7\(Мт) в точке х£У1,п опреде

лим подпространство 7Дх) равенством
Т1(х) = {ХС7'ДА^); ЩХ, Г)=0 УУ£Тх(Мт)}. (5) 

Это подпространство будем называть пространством нормальной де
фектности подмногообразия М1П в точке х, а его размерность |а1(х) — 
индексом нормальной дефектности в этой точке.

Очевидно, что нормальная связность подмногообразия Мт яв
ляется плоской тогда и только тогда, когда рДх) = /я в каждой точ
ке Х{Мп.

Если в некоторой точке х^Мт, то 2.
Пространство Тг(х) можно определять и другими способами.
Лемма 1. Условия (а)Х£7\(х), (б)[А;, АТД(А")=О для любых 

т^7'1(/Игп) эквивалентны.
Доказательство. Если Х£Т\(х), то Я*-(Х, У)=0 для любо

го У£Тх(Мт). Следовательно, из уравнения Риччи (4) будем иметь 
£([А:, АД(А'), К) = 0 для любых ^€^(44^). Отсюда в силу невы
рожденности метрики £ получаем [Д:, ДТ(](А’) = 0. Обратно, если для 
некоторого Х^Тх(Мт) имеем [Д:, АТ](Х)=О для любых 
то из уравнения Риччи в силу произвольности 73 и невырожденности 
£■*֊ получим Г)', = 0. Так как \ и У произвольны, то Х£Т\(х). 
Лемма доказана.

Из леммы 1 следует, что пространство нормальной дефектности 
Тг(х) можно определить равенством

7'1(х)={А'С7’х(./ИгП); [А:,АД(х)=0 V’,, (Мт)}. (5')

Далее, для каждого вектора У£ Тх(Мт) определим в Тх(Мт)\ 
подпространство ТХ(У) следующим образом:

Л.(Г) = {/СГДМ^); /?±(Г, /) = 0}.

Так как У, Е) = 0, то У(УГХ(У). Следовательно, цД У) —сИт Тх( У)^ 
для любого ненулевого вектора У^Тх(Мт).
Очевидно, что У^Г^х) тогда и только тогда, когда ТХ(У) = 

= Тх(Мт) или, что равносильно, цД К) =/и. Следовательно, если 
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то нЛ —1. Таким образом пространство Тг(х) можно 
определить как множество векторов У£Тх(Мт) таких, что 7\(У) = 
= Тх(Мт) или, что равносильно, }1։(У)=/п. Кроме того из определе
ния пространства 7\(х) следует, что 7՝1(х)сТЛ-(У) для любого УС 
СГДМт). Далее, если Х^Тх(У) для любого У, то %ЦХ՝ У) = 0 для 
любого К, т. е. Х£Тх(х). Следовательно,

Л(Х)=П тдг). 
г С тх(мт)

Л е м м а 2. Ортогональное дополнение Т±(х) к 7\(х) в Тх(Мгп)
инвариантно относительно коммутаторов [Л:, /Щ для всех т(С
$Т±(Мт).

Приведем одну лемму общего характера, которая будет нужна 
в дальнейшем.

Лемма 3. Тензор кривизны нормальной связности /?֊ь любо
го подмногообразия Х1т в /?п удовлетворяет следующему тож
деству:

(7л֊/?Ч(У, г)+ы±)(г, Аг) + (гг/?Ч(Х У)=о, (6)

где у—связность ван дер Вардена—Бортолотти, X, К, 7—каса
тельные векторные поля на Мгп.

Замечание. Лемма 3 справедлива также в том случае, когда 
объемлющее пространство есть риманово пространство произвольной 
постоянной кривизны (при доказательстве использовано уравнение 
(3).

Следующая теорема описывает важное свойство пространства 
нормальной дефектности подмногообразия.

Теорема. Пусть пространство нормальной дефектности 
Тг(х) подмногообразия МП1 в Цп в некоторой области П~Мгп име
ет постоянную размерность ^(х) = сопз^О, Тогда в этой облас
ти распределение Тг инволютивно. Если тензор нормальной кри
визны /?֊ь подмногообразия Мт параллелен в связности ван дер
Вардена— Бортолотти, то распределение Тг параллельно и впол
не геидезично, т. е. его интегральное многообразие вполне геоде-
зично в М,п. В последнем случае ортогональное дополнение Т± к 

в Т(Мт) также параллельно, и, следовательно, инволютивно 
и вполне геодезично.

Доказательство. Пусть Л', ИСЛ- Покажем, что коммута- 
гор [Д', У| также принадлежит Тх. Действительно, если 7, '—произ
вольные касательное и нормальное векторные поля на Мот, то

ычисляя аналогично, получаем:

О'.=0. ■’ ՛
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Применяя тождество (6) и учитывая, что связность у имеет нулевое 
кручение, т. е. 7г Е—7^ - [ X, К], имеем:

о=/?-ЧухИ, 2);=/?±([2, г], 2);.
Отсюда в силу произвольности и Л следует, что [X, т- е.
распределение Тг инволютивно.

Пусть 7г/?1 = 0 для любого касательного к Мт векторного поля
2. Если У£7\, а X и 2 произвольны, то

= •֊/?!(7г Г, ХУ.
Следовательно, 7гЕ£7\ для любого 2 и распределение 7\ па

раллельно. Тогда оно и вполне геодезично. Параллельность распре
деления есть следствие параллельности 7\. Инволютивность и 
вполне геодезичность Т^- есть тривиальные следствия его параллель
ности. Теорема доказана.

3. Пусть Мт является римановым многообразием с тензором 
кривизны римановой связности /?. Подпространство Т0(х)сТх(Л1гп), 
определенное равенством

Т0(х)^{Х^Тх(Мт)‘ /?(,¥, Г) = 0 УУ^Тх(Мт)}9
называется пространством дефектности многообразия М т в точке х£
£А4т, а его размерность р0(х)—индексом дефектности в этой точке. 
Если Мт изометрически погружено в евклидово пространство Х?п, то 
индекс относительной дефектности v(x) в точке х£Мт (Мт отож
дествляется с его образом в /?л) есть размерность подпространства 
Т ’сГл(Л4ш), определенного равенством

Д:(^)-=0 У^Г±(М,Л)}
и называемого пространством относительной дефектности в точке 
£Мт. Эти понятия были определены Черном и Кюипером (’). Из
вестно, что если р0(х) = const, *(х)—const в некоторой области на 
Мт, то в этой области распределения Го и Т' инволютивны и их ин
тегральные многообразия являются вполне геодезическими в М,л. 
Кроме того 7'аТц. Указанные утверждения можно найти, например, 
в (134).

Укажем на связь пространств Г, Т0(х) и Тх(х). Пусть Х^Т‘е 
Тогда Дг(А') = о для любого ^Tj-(Mm). Следовательно, [Дс, XTJ(A') = 
= 0 для любых ч, ^ifT^Mr) и Х£7\(х). Таким образом, верны вклю
чение 7хсЛ(х), и неравенство Чх)^н(х)- Так как Т'хсТ0(х), то 
Г;сТ0(х)ПЛ(л).

Справедливо следующее
Предложение. Пусть Т0(х), 7\(х) обозначают соответ

ственно пространство дефектности, относительной дефектности и 
нормальной дефектности подмногообразия Mm(Z.Rn в точке х£Мт- 
Если в некоторой области UaMm пространства Т0(х)ч Тг(х) и пере
сечение Т0(х)ПТДл) имеют ненулевые постоянные размерности, то в 
этой области распределение roQ7\ инволютивно.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса
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Վ. Ա. ՄԻՐԶՈՅԱՆ

Են թա բա րլմսյձԼո ։ թյան նորմալ ւլեֆե1լտա1լանությունը

4*</4//’7 !ա^ Աո տարածու թ լան /14 ա են թ ա րա ցմ աձե ու թ լան X կետում 
1 շոշափող տարած ութ լան մեջ

էՀ1ՀՃ, ր)-0 VrCTx(A^,п)}
հավասարա թ լամբ որոշված նորմալ կա պակղու թլան տենղորն է) (7^լ^)
են թ ատ ար ածու թ լան ր կոչվում է յ11 — ենթ արաղմաձևա թ լան նորմալ դեֆեկ֊ 
ւո ական ութ լան տարածութ լուն ։ Ապացուցված է, որ 7յ բաշխում ր լիովին ին~
տեղրելի է: եթե [Հ աենզորր րլուդահեո է > ա 
հեռ է և ւիոէ]ի^ ղե ոդե դիկ է հապ է հաս Աէէստմ 

fiiniJp նաև ղադա֊

ֆ եկա ա կան ա. (ժ լան > նորմալ դե ֆ ե կա ական ա իք լան և հարաբերական դեֆևկաա֊ 
կանավժլան աարածու քժլունների միջև։

ա֊
նը*

(Vx/?J-)(/. Z) + (vr/?-*-)(Z, A')+(vz/?֊L)(A', K) = 0, 
որտեղ' վ ուն դեր Հարդեն—/’ ո ր տ ո լուո ի ի կա սլ ակց ված ա թ լունն է> իլ/կ A ,

JI MTEPATyPA — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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