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Оптимизация дискретных систем с ограничением 
на изменение управления

(Представлено академиком АН Армянской ССР Т. Адонцем 12/УП 1982)Рассматриваются задачи. дискретного оптимального управления (ДОУ) с ограничением на полное изменение скалярного и векторногоуправления. В рорме дискретного принципа максимума приводятсязенеобходимые условия оптимальности. Показывается справедливость обычного принципа максимума для задач ДОУ.Задачи оптимального управления с ограничением на полное изменение управления исследованы главным образом для непрерывных систем ('՜* 4). Задачи ДОУ с такого рода ограничениями ранее не рассматривались.

2Нх(/), «(/)) 

/- 1по и(։) при ограничениях (1), (2) и
(4)где !/£«/(/) —полное изменение функции «;(/) на интервале [0, /г]; г—заданное число. Функции /(х(г), «(/)), Г(х(/), «(/)) предполагают-

Задача с ограничением на изменение скалярного управления.Пусть объект управления описывается системой уравнений
х(Н֊1) = х(/)+/(х(0, «(/)), / = 0, 1 (1)с граничными условиямих(0) = х°, х(Ь)=хк, (2)где х(1) — «-мерный II азовый вектор; и(1)— /«-мерный управляющийI

твектор; /— «-мерная вектор-функция; целое число, определяющеедлительность управляемого процесса; х°, х* —«-мерные известные векторы.Требуется минимизировать сумму
(3)

ся непрерывными и непрерывно-ди ЭШЕ еренцируемыми по х(1) и «(/).Известно, что полное изменение функции «(/), заданной на [О, Т], определяется как точная верхняя грань сумм вида
2 խ(^)֊«(/ճ_ւ)|по всевозможным разбиениям отрезка |0, Г] точками



>. ., <6 — 7 (5). Для задач ДОУ разбиение отрезка [0, осуществляется исходя из физической сущности задачи и обеспечения необходимой точности ее решения, поэтому может быть определено так:
(-0Неравенство (4) заменим равенствомИ''^(/)-е+х* + 1 = 0, (5)где хл + 1—неизвестный параметр. Из-за ввода параметра хл4֊1 задача (1) —(3), (5) стала параметрической, в силу чего система (1) должна быть дополнена уравнениемхл+1(/+1)=хл+։(/), —1].Благодаря вводу параметра хл + ] задача (1) —(4) сводится к стандартной задаче ДОУ с параметром, для последующего решениякоторой можно применять известные схемы.

*о(* + 1)=*0(О + ^0, *о(О)=О, х//г) = /о=2 Г°(/). 
г “ОТогда функция Гамильтона может быть определена так: Н = = Ф(/)Ф(/), где Ф(/) = (Л°, /, /л+1), /л+1(4)=хл+1(г), ф(/)=п+2-мерный сопряженный вектор, определяемый из системы1=0, к — 1, (6)фД£) = —5=1, л, Фя+1(&) = 0, где множитель; £—единичная мат- с/Ф —рица размера л; — —квадратная матрица размера /1 + 2; х=(х0, х, 

дххл+1). Пусть и*(/)— оптимальное управление, х*(/)—соответствующая ему при х(0) = (0, х°, хл+1(0)) траектория в задаче (1) —(3), (5). Тогда имеет местошахА7(Ф*(/), х*(/), «(/)) =//(ф*(;)> **(/), «*(/)), (7)«(•)т. е. для дискретных систем справедлив обычный принцип максимума, где ф*(1) находится из (6). Утверждение (7) для случая выпуклости множества
доказано в (6). Однако в этой же и некоторых других работах ста- вится под сомнение справедливость обычного принципа максимума для задач ДОУ в общем случае. К этому принципиальному вопросу мы еще вернемся.Из системы (6) имеем

’рл +1(0 — фл + 1(1'4֊ 1) + 2'К)7-£л+1 » 1 — 0,/? 1,



откуда с учетом %+1(0) = %+1(/?)^0 получим (8)Из (8) следует: а) Х=0, хл+1=^0; б) а^О, хл+1 = 0; в) Х = 0, ля+1= = 0. Для случая а) ограничение (4) не нарушается. Для случая б) имеет место У*и^1) — е, дН/ди;(1) = 0. В последнем уравнении
Фо

дГ°(1)
ди)(1) ди^1)где <р(О—левая часть уравнения (5);

д;(1) 
ди / (/)

= — 81§пАл//(Х 4- 1) + 51’£пД и 1(1). (9)Из выражения (9) следует0, если 81'£пД///(/4֊1) = 51£пД//у(/)
д?(1) 
ди,(1)

±2, в противном случае— 81'£пДи/(/֊г 1), если г = 0sign△z^/•(z), если 1 —где △«,•(/4-г) = п/(/֊гг) — й7(/+г— 1), г=0, 1.При этом если Дм/(7-|-1) = 0, то принимается 81£пД/г/(/+1) = = sign△z^/(z), где г определяется из условия пип{(г—/)|Д/гу(г)^0,
Если же △«>(/) = 0, то slgn△zz^(z) = sign△zz/(z), где г выбирается из условия т1п{(/—г)|Д4г;(.г)У=0, г<7}. 

г
Задача с ограничением на изменение векторного управления. Требуется минимизировать (3) при ограничениях (1), (2) и

/-о
(Ю)где ||г||—норма вектора г.Дополнительно к (1) авзедем в рассмэтрзниг уравнение (Н)где у(։)~от-мерный управляющий вектор; <р—/п-мерная вектор-функ- Л-1ция. Тогда (10) можно представить так: V ||^(0|^е-Вводом уравнения (11) по существу и(1) отнесено к разряду фазовых координат, а т>(/)—управления, в силу чего размерность фазового пространства стала равной п-\-т.Выполняя выкладки и преобразования, аналогичные изложенным при решении задачи (1) —(4), получим:а) когда Х = 0, дН>ди(1) =0;б) когда же а^0, У*п1и(Г) = £, д///^(г) = О.о дН(1) , . <9£2 ...В последнем уравнении —-—= ф0Л-------- Ефл+ЛО, где и =

дъД!) ' до^с)= ^отм(О—е+^л+1; а —множитель, обеспечивающий выполнение условия £2—0; переменная, сопряженная у-й компоненте вектора и(1). 8



Если в задаче (1)—(4) <р была недифференцируемой функцией, то й дифференцируемая всюду на Vфункция, где И= г»(։) V ||г'(։)[ е, г = 0, Л-1 .I I • О I
Замечание. В ряде работ с помощью специально сконструированных примеров делаются попытки доказать неприменимость обычного принципа максимума для дискретных систем. Одним из таких примеров является пример: пусть уравнения движения имеют вид

х.2(14֊ 1) =х2(/) — х?(/)4֊//2(/), / = 0, 1.Требуется для начального состояния х1(0) = 3, х>(0)=0 найти управление /=֊0, 1, доставляющее показателю качества 3=х2 (2) максимальное значение при ограничении |«(г)|^5 (пример взят из (°)). В этом примере при разбивке отрезка [0, 2] на два интервала гпах/ = 7* = 19, а „оптимальное44 управление равно: я*(0)= —2, //*(!) = «(«)= ±5. Функция Гамильтона на первом шаге, т. е. при а*(0) = —2, действительно принимает минимальное значение. Однако если этот же отрезок |0, 2] разбить не на два интервала, а скажем» на четыре, то 7* = 37, а оптимальное управление принимает значения: /г*(0=—5, м*(1) = 5, и*(2)=—5, и*(3) = 5. На этом оптимальном управлении функция Гамильтона максимальна. Действительно, соответствующие управлению |^*(/)|=5 оптимальные х\1) и принимают значения/ = 0/ = 1/ = 23, при — 2, при I =0
Для этих х{(1) и Ф։’(/) функция Гамильтона запишется так:

/7(//(/)) = «(0) ч֊0, 5м2(0) ֊4, 5, при / = 01)+0, 5ц2( 1)— 2, при /=1//(2) 4-0,5и2(2) — 4, 5, при 4 = 2^(3)4-0, 5«2(3) — 2, при 1 = 3Нетрудно заметить, что оптимальное управление м*(/) = (—1)П1Х Х5 удовлетворяет условию шах//(«(/)), что и требовалось доказать.С увеличением числа интервалов на отрезке [0,2] показатель качества увеличивается, а оптимальная траектория принимает вид скользящего режима.Таким образом, уменьшением шага дискретизации можно добиться выполнения принципа максимума для дискретных систем в общем случае. Обеспечение выполнения принципа максимума для дискретных систем путем изменения шага (если это, конечно, возможно) сопровождается существенным улучшением критерия качества. Следовательно, в дискретных системах выбор шага приобретает качественно иной характер. Эта идея подтверждается не только рассмотренным выше примером, но и всеми существующими в литературе примерами, с помощью которых опровергается обычный принцип максимума. 9



Когда же шаг дискретизации задается и изменению не подлежит, тогда на оптимальной траектории максимальной должна быть функция Н"=Н—Л, где
и
ГдН ժֆ ди.ԺՓ ди

оДоказательство этого утверждения может быть проведено так. Гиперплоскость (Ф*, Дл*)=0 является опорной конусу допустимых вариаций траекторий в его вершине в точке %*, следовательно имеет место (в) (Ф*, Дл*)<0, (12)где Ф* находится из (6). Так как Ф является функцией и (согласно (6)), то ИЗ) 
ди \ди / оФ диИнтегрируя (13), получим 

и 
[^֊ди = Н—А, (14)

ди ооткуда согласно (12) следует, что справедливо неравенствотак как левая часть (14) равна Н°. Условие является локальным необходимым условием максимума А/0, следовательно утверждение верно.
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Ս. Վ. Շ1ԱՎԵՐԴՅԱՆԿաոաւ|արման փոփոխության սահմանափակումով գիսկրետ համակարգերի օսյտիմիգացիա
Դիտարկված են դիսկրետ կառավարման համակարգերի օպտիմիգացման 

խնդիրներ, երբ սկալյար և վեկտորային կառավարման ֆունկցիաների վ[1ա 
գրված են սահմանափակումներ։ Այդ խնդիրներր պ ա ր ա մ ե տ ր ի գա ց մ ան եղա֊ 
նակներով բերված են գիսկրետ օպտիմալ կառավարման ստանդարտ խնդիր֊ 
ների տեսքի, որոնց համար դուրս են բերված օ պ տ ի մ ա լո ւթ յան անհրաժեշտ 
պայմաններր։ ^ույց է տրված, որ սովորական մաքսիմումի պրինցիպր լրիվ 
կերպով կիրառելի / դիսկրետ համակարգերի համար։
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