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О напряженном состоянии неоднородной по экспоненциальному 
закону плоскости, ослабленной конечным разрезом

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 17/ХП 1982)

Напряженное состояние упругой бесконечной плоскости, содер
жащей произвольное число разрезов, расположенных на одной пря
мой линии, исследовано в (’). Эта же задача для кусочно-однород
ной плоскости рассмотрена в (2). Обширный класс подобных задач 
по определению напряженного состояния упругих тел разнообразных 
геометрических форм, ослабленных разрезами, рассмотрен в (3՛4), а 
также в (5в>7).

В настоящей статье обсуждается смешанная задача о напряжен- • •
ном состоянии неоднородной плоскости с разрезом конечной длины, 
загруженным по своим берегам нормальными силами. При этом счи- 
тается, что неоднородная плоскость линией разреза разделяется на 
две полуплоскости, модули упругости которых по глубине изменяют
ся по экспоненциальному закону.

1. Пусть упругая плоскость, отнесенная к системе координат 
хОу, на отрезке [—п, а] оси Ох ослаблена разрезом, берега которо
го загружены нормальной нагрузкой произвольной интенсивности 
з0(х), т. е. ау|у-о — — с0(-*). Пусть далее модуль упругости как верх
ней полуплоскости />0 (полуплоскость I), так и нижней полуплос
кости (полуплоскость II) по координате изменяется по экспоненци
альному закону 2ГДу) = Е։£а|^(оГ>0, 4 = 1, 2), а их коэффициенты 
Пуассона >/ = сопз1(4= 1, 2). Требуется определить скачок перемеще
ний на берегах разреза, выражения разрушающих напряжений на 
продолжении разреза, а также коэффициенты интенсивности послед
них на концах разреза.

Выведем основные уравнения поставленной задачи. С этой 
целью введем в рассмотрение функции <р(л) и ф(х), характеризую
щие скачки соответственно горизонтальных (м/(х), 4=1,2) и верти
кальных (г>/(х), 4 = 1,2) перемещений на берегах разреза, т. е. поло
жим

и2(х)֊и1(х) = | ?(•*), |л|<а
|х|>« ’

г’2(л')— г»1(л') = Ф(*). и<?
О, |%|>а

Воспользовавшись известными выражениями перемещений граничных 
точек полуплоскостей (ь), при помощи преобразования Фурье полу
чим ключевое уравнение задачи
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аХ(Х)=_А_ _
А2--2Вг) и—х

—- (1

1А
А2—т.2В2

а г*
— \ Я0(х֊-и)ч0(и)с1и (—оо<х<оо). (1.1)

— а
Здесь введены обозначения

Х(-с) = т*(х)-/р#(х), Ф0(х)=<р'(х)-[-(У(л-)> Я0(Х-и) = /?2(х-«)Д-/?3(х-«г), 

/?(х-и) = /?3(х-и)-/?,(х-и)+։[/?։(х-и)4-г7?4(х֊и)], /?,(х-и) =
СЮ

с1(/)=
Д(0

С1 г(/)=
Д(/)

7Г~-2Р251£П*’ °^ =/1 --  к О**

_ £>(£)
Д(/) 

с4(1) А

А2—-2В2

Д(О Л2--252’
Д(О=с1(/) • ■ с3(/).

2Д/2+[Л1(2₽г֊а)(₽? + -г?)-Л2(2?։4-а)(^+7?)|^
<'з(^) = -«

Отметим, что

0#) =

с^) =
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р*{х) —
( Зо(л'). И<« 

1р(*). И>а (1.2>

где р(х) и т(л') —неизвестные контактные напряжения на продолже
нии разреза. Отметим также, что вследствие непрерывности переме
щений в точках х= а комплексная комбинация скачков перемеще
ний на берегах разреза должна удовлетворять условию

а

?р(х)^х = 0,
—а

так как ?(<?) = ?(—ц) = 0, ф(а) = ф(—а) = 0.
Далее вводя безразмерные координаты

и = атр

(1.3)

и учитывая, что согласно (1.2) -/(л) = —/с0(х), при |х|<Тг придем к 
следующему интегральному уравнению относительно ^(;):

1
I ^(О^=о.

֊1

(1.4)

при условии

(1.5)

В (1.4) и (1.5) введены обозначения
<Ро(х) = ?о(^) = <Р(<). °о(*Нао(а՝) = а(՝),

^(.г-н)=/?(л(^-та)=/?(^-т/), /?0(х—«)=7?О(Г7(^֊Т]))^/?О(;-Т<).

Теперь поскольку согласно (1.2) /(л՜) = т(х)—1р(х) при |х|>а, то 
из (1.1) для определения неизвестных контактных напряжений р(х) 
и -(х) будем иметь формулу

а а а

~.(х)—1р(х) = & I гп(«)^« _ ( жх-и^и^и— 1/?0(.г—
А2—тАВ2 и—х J

— а —а —а

которая после перехода к безразмерным координатам примет вид
1 1 1

Фо(’)= . 5 I —а 1 I

А —~ В* J J
-1 ֊1 ֊1

(1.6)

'в(0='(«0. Ро(՝) = Р(а'))•
Таким образом, основными уравнениями задачи будут (1.4) и (1.5).
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2. Перейдем к решению этих уравнений. Положив

решение уравнения (1.4) представим в виде ряда

= V (-1 <<< 1).
п- О

(2-1)

Здесь (^ = 0, 1, 2, ...) —многочлены Якоби, а <»(;) = (!—;)-“(14-

Из условия (1.5) сразу находим хо=О. С учетом последнего 
(2.1) подставим в (1.4) и воспользуемся известным ортогональным 
соотношением (9). В результате, после применения известной проце
дуры (10), для определения неизвестных коэффициентов полу
чим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений

ГП т.п

т?В2—А* со(;)Р< ՝ ' /Л — 1
Р<а.3)(71)
---------- аг

ШО)

т ,п

^В2֊А2
------т-.— а

^Зв)(75)

п — 1

1

*)(0^

Регулярность бесконечной системы (2.2) исследована в (10).
Далее при помощи контурных интегралов Коши установим со

отношение
I

(Г1—5)ш(7!) с11>1՜
ск р։*>?>(Е)5181Й |

5* + 1 ]|а + Ф|$_|_ 1|։-Ф I (л = 1,2,...), (2.3)

— —

р - о
/>!(«-/>)!

р
Теперь, подставляя (2.1) в (1.6) и учитывая (2.3), будем иметь

г. В п

=

от

4-1|3$։£п£ 2 
л — 1

( \ ^ /

п^1 " »-о£’,+ ‘

.1 (1>Р(;-г,)Р<։”(’;)^
—и
л- 1 Щ(71)

Рс(՝ — ЧУР^'Ч^М՜'!
п — 1 <!>(■»;)
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При помощи (2.4) вычислим коэффициенты интенсивностей, напря
жений х0(;), р0(Ь) в точках >=±1. Получим

й։ = 11т[ ■%(?)—1>0(5) Ц'4-11-? =
Е—1 (Д2—т:2^2)сЬр7:

Л>^-11т[-0(;) гр0(;)]|; 1Г։- (Л2_-252)сЬ(1К

где использованы значения
Рассмотрим частный случай, когда 7 = 0 (случай кусочно-одно

родных полуплоскостей). В этом случае

01 = И. ₽»=—И» 71=12 = 0, £>=0, /?(л—«) = /?0(х—1/) = 0I в‘ 
и интегральное уравнение (1.4) имеет вид

т.В

' ч’ЬИ1՛! 0(Е)==<Р(04—

а уравнение (2.4) — вид

где

"<>(«)—։>о =
л- 1

(я=0, 1, 2, ...).-о а

В разбираемом случае хл = 2сЬр~ • а 
дают

(я = 1,2, ...) и формулы (2.5)п — 1

97 ®к.= ---------- У п.

27
2 ~ ~ Л2-п25։

П-\-------------- /р

—/р-
<1п—!•
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Эти же выражения /?/(/= 1, 2) непосредственно получаются из (2.6). 
Формулы (2-7) вытекают также из результатов работы (2).

Автор выражает свою признательность С. М. Мхитаряну за пос
тановку задачи и руководство работой.

Институт механики
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1J. Ա. ԵՆԳԻԲԱՐՅԱՆ

է’քսպոնենցիալ օրենքով անհամասեռությամթ օժտված և վերջավոր Տեղքով 
թուլացված հարթության լարվածափն ւ|ինակի մասին

Դիտ արկվում է վերջավոր երկարությամբ ճեղքով թուլացված , անհամա-
սեռ հարթության լա րվածա դեֆո րմ ացիոն վիճա կը, երբ այն բեռնավորված է 
ճեղքի ափերին տրված նորմալ լարումներով։

Ընդունվում է, որ ճեղքի երկարությամբ բաժանված կիս ահարթոլթյո ւն - 
ների առաձգական հ աս տ ա տ ո լնն ե րի ց Յունգի մոդուլը փոփոխվում է ըստ խո
րության էքսպոնենցիալ օր ենքո վ։ Ստացված է խնդրի բն ո ւթ ա գր ի չ Հավասա
րումը, որից ստացվում են ինտեգրալ հավասարում ճեղքի ափերի կետերի 
տեղափոխության թռիլքի հա՛մար և ճեղքի եզրերում քա յքա յո ղ լարումների 
արտահայտությունները։ Ինտեգրալ հավասարման լուծումը բերված է հան
րահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմի լուծման: Գտնված են ճեղ

քի ծայրերի լարումների ինտենսիվության գործակիցները։
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