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К задаче контактного взаимодействия между тонкостенным 
включением конечной длины и плоскостью, находящимися в 

условиях ползучести

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 24/У1 1982)

Контактные задачи о взаимодействии тонкостенных включений с 
массивными телами довольно хорошо изучены (1). Исследование та­
ких задач в постановке теории ползучести с учетом фактора неодно­
родного старения материалов контактирующих пар сопряжено с зна­
чительными трудностями аналитического и вычислительного харак­
тера.

В настоящей работе в постановке теории ползучести неодно­
родно стареющих сред (2-3) рассматривается задача о контактном 
взаимодействии между тонкостенным включением конечной длины и 
плоскостью, материалы которых разновозрастны и обладают различ­
ными вязкоупругими характеристиками. Дана постановка задачи и 
выведены основные уравнения. При этом использованы результаты 
работ (4-5).

1. Пусть однородная плоскость на конечном отрезке оси Ох
|—я, а] усилена включением малой толщины Айв точках гй=х^ + 
+гум (А=1, 2,..., М действуют сосредоточенные силы Рь =
==Хь-\֊1Ук и, кроме того, на бесконечности в направлениях осей Ох
и Оу действуют сжимающие силы интенсивности р и д соответствен
но. В условиях плоской деформации требуется определить контакт­
ные напряжения на участке соединения включения с плоскостью и 
осевые усилия на концах включения, если включение и плоскость 
имеют разные вязкоупругие характеристики и возрасты.

Включение будем трактовать как стержень или тонкую пласти­
ну, причем согласно (в) примем 14-А։/й2~1. Принимаем также, что 
жесткость включения на изгиб пренебрежимо мала, но ее жесткость
на растяжение величина конечная.

При этих предположениях для включения получим

Условие равновесия включения имеет вид
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a

—a

(1.2)

где Л^(/) и 1^(1) неизвестные осевые усилия на концах включения.
Для перемещений точек берегов включения имеем (7)

/ Л\ . Л йъЛх, 0) / , Л\ ч . . .«։(х, ± — )=«։(х,0)+—----^(х, + —)=^(х, 0), |х|<л,
\ 2 / 2 ах \ 2 /

(1.3)

где их(х, 0) и ^(х, 0) перемещения точек срединной линии включе­
ния.

В задаче принимается условие совместимости горизонтальных
деформаций включения и однородной плоскости с щелью [—а, а],
загруженной по берегам щели нормальными и горизонтальными си­
лами интенсивностей —<7±(х,/) и — т±(х, /), исходными сосредото­
ченными силами и силами на бесконечности. Отметим, что величины 
с индексом -+֊ и — относятся к верхней и нижней полуплоскостям 
соответственно.

Перемещения же граничных точек верхней и нижней полуплос­
костей согласно (8) имеют вид

от ОО

«±(х, <) = + * 4:1— fin——<±(s, Ods~—— fsgn(x—s)<?±(s, /)ds4-/±(x,0
4itp։(0 J I*՜sl 8|ij(0J

— ОО — ОС - • | .

(1.4)

v*(x,t) = ±
ao

1 x— i pIn------ q±(s,t)ds--------- I sgn(x—s)-±(s,/)a'5+g'1(x,Z)
|x-s| 8i*,(0J

(—oo<X<oo).

Здесь /±(х,/) и g±^x, /) перемещения граничных точек полуплос­
костей от приложенных к ним сосредоточенных сил и сил на беско­
нечности.

Условия непрерывности компонентов перемещений берегов 
включения и плоскости с учетом ползучести имеют вид:

(!-£>)«, х,

( —a<x<a). (1.5)

= (1-£,)ф±(х,0)

Здесь
/

Л1И01- f £7(и)К((<+Р/, u+pt)Y(u)du-,

'to

K(t, u)~ — f£-։(«)+<p(«)(l— (1.6)

172



?(«)-С0+--^, £*(0 = £((/+р,), Р/ = Т/—т0, (1=1,2); 
!*

т,(/=1, 2) —возрасты включения и плоскости соответственно.
Из условия (1.5) с учетом (1.1)-(1.4) после некоторых не 

сложных преобразований относительно скачка тангенциальных напря 
жений на берегах включения получим сингулярное интегро-диффе 
ренциальное уравнение следующего вида:

(1 £,)
1

71~«

1

=Ц1-£։) ?(Е. О
^(0

+М.0, (|5|<1) (1-7)

:( /), = (1.8)

где

Ло(5, /) =

О(х,

<?(£, 0 = т(7], =

(х—1)д
Е*(/) 2к(14֊72)х

(1-£2)С(а5, /)+

g'(S, 7)^5
с1х

Г(х, ')+/-(*,()],2 ах
(1-у?)(х+1)д 

(1+^М
х = 3—4՝'։

Отметим, что после того, как решено (1.7) —(1.8), нормальные 
контактные напряжения на берегах включения определятся по фор­
муле

9(5, /) = ֊1(0(1 +/?,)(1-7-1) +^(<)6(а5, 0֊7(0/'(^, 0.

(|։|<1) (1-9)
где

2х(1+*։)Л
(х+1)щ<(/) ;(/) <щ;Ю(х-1)

2тгх х

9(5, 0 = я<7(лМ)՛ Р*(7)=Р,(7 + Р։)> Р։(0 — £■,(0

а на всей вещественной оси — формулой

ЙМ)=- х՜֊- Г(т1’ + ^Ш£о(а5,0. (|5|<<*). (1-Ю)
2к(х-|-1)3 7)—£ к(х+0

-1
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так как 1/Дх,/)=?_(х, 0=<7(*» О при — оо<х<оо.
В результате сопоставления определяющих соотношений (1.1) — 

—(1.5) получим еще одно сингулярное интегро-дифференциальное 
уравнение, откуда определяется скачок <р*(х, О горизонтальных пе­
ремещений берегов щели по отрезку [—а, а] в однородной плоскости

- Г П <(71,-У- 0+^(5, о (|Е|<1).к J —С
-1

т(-1, 0=0,
где

&
р 2а(х4-11

^(М)= ? ^*(5, 0=^(^» о, 4=-——»с) * (х—1)л
-1

(1.11)

(1.12)

8՝о(х, *)= 4֊ 0 + £-(*. 01.
2 йх

/о(^. 0=^-1 Л(х,/)-/_(х,/)|. 
ах

После решения (1.11) —(1.12) сумма тангенциальных контактных
напряжений определится по ормуле

Т(х,0=т0=֊^г(1+/?։)’։г(Е.0+^^(^,0. (1*1<1). (1-13) 
(х—1)Л х—1

на вещественной оси — формулой

4и’.(ОТ(а$, <)= ֊т4т 4|‘2*(0 /о(а71, /)б/Т|, (|$|<оо),

(1.14)
где /?2(^+р2, а+р2) —резольвента ядра «Н֊р2).

Неизвестные осевые усилия Л/։(/) и определятся из условия
Л/2

-Л/2

Л/2

сДа, у)^у = —АДО,
—л/2

(1.15)

1

ПI

где °х(х՝ у)—горизонтальный компонент поля напряжений в плоскос­
ти с щелью [—а,а], вызванного силами Р*, ру д, —д±(х^), —т±(х,/).

Отметим, что в изложенной постановке задачи существенно ис­
пользовано свойство тонкостенности включения. А именно, поскольку 
Л*/а’<£1, то, как в (”), условия непрерывности перемещений и напря­
жений на длинных сторонах включения удовлетворяются точно, а на 
его коротких сторонах — лишь интегрально. Последнее и приводит 
к условиям (1.15), откуда определяются осевые усилия на концах 
включения.

2. Решение уравнения (1.7)—(1.8) ищем в виде
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г 1 * п-0

Далее известным способом получим бесконечную систему интег­
ральных уравнений Вольтерра второго рода

(1—^։)Ут(<)+(1-^1)2 )՝о(ОК’т.лул(0 = (1-А1)МОУо(ОЫ^) + ^о.т(/), 
л^1

где

Кт,п = — (1֊֊Р)(/ ~П I
1(Е)^„_1(5)^,т —

+ —агсз1пМ/ 7Г /

I

ГН —
V (Н- Хт^

Уо(0=

о(^)~ £,*(О
^(0

Аналогичным образом из (1.11)—(1.12) получим бесконечную 
систему следующего вида

МОЧ֊** 2 Кт,п?п(*) = ат(1), го(/)=О, (2.3)
л — 1

где
1

МО = —[/=■»(«. (/п=։,2,...).
к ։ 

-1

3. Исследуем теперь регулярность бесконечных систем (2.2) и 
(2.3). Введем в рассмотрение вещественное пространство всех огра­
ниченных последовательностей непрерывных функций теу определен­
ных на отрезке [т0, Г], т. е.

У(^)={Ул(0}*_1€'Пе, если |ул(^)|^^л. при всех п и /
Расстояние между двумя точками те введем формулой 

р(х, у) = 8ирзир|хл(/)—уп(/)|.
/ л

Можно доказать, что определенное таким образом расстояние 
существует и удовлетворяет всем аксиомам метрики, а те полное 
метрическое пространство (9), в котором применительно к данному 
случаю можно провести принцип неподвижной точки Банаха.

Опуская промежуточные выкладки, запишем условие сжимае­
мости соответствующего оператора или условие полной регулярности 
системы (2.2), которое имеет следующий вид (5):
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տսբ V |Ктл|5ир Хо(<)+ I |-'?։(<4֊р։, к4-р։)|Ми)^и + 
т л-1 / _ մ

■<п

(3.2)
/

-4-ХзирзирУ С [|6т,п(Г, и)|+|/?т,л(<, и)|]^(«)^«<1> 
« 1 "1 ито

где
/

(Дп,л(Л и)=Кт.п • К#+Рп МР1), /?шл= Г^+Рг ^+Ра)Ст.л(^>

и

Легко доказать, что при условии >՝*<У6/к бесконечная система (2.3) 
будет вполне регулярной.

4. Для определения А\(0 и ^2(t) имеем систему (1.15), которую 
после некоторых преобразований можно представить в виде

а _____
֊ Г ?(5,/)1/^-Ц-4/х + ^—(4.1) 
/к I и —о 4

ж —а

а ____
1 I *1 ; С1—5 Зтс( — б7> /) г— г—х- ?(«. О1/ —---------7----------с1(О4-^а=-^)/а//2й,

£ * ֊ с ’ у С1 *
— а

где

с0— ^1(0
(*-1)[А^)-ми)|

4к(х-]֊1)
■*(±лД) = 11т/1-;։'/(Е,0. 

£~±1

Подставляя значения <?(%, /) и т*(±а,0 из (1.9) и (2.1) в (4.1), 
получим систему интегральных уравнений Вольтерра второго рода, 
откуда и определятся неизвестные А^(0 и А^(0-
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Ս. Ե. ՄԻՐԶՈՑԱՆ, Ս. Մ. ՄԽԻԹԱՐ ՅԱՆ

Սողքի պայմաններում գտնվող բարակապատ վերջավոր երկարության
ներդրակի և հարթության կոնտակտային ւփոխազղեցության խնդրի մասին

Աշխ ա տ անքո է մ դի տ ա րկվո ւմ է բա ր ա կա պ ա տ վերջավոր երկարության ներ­
դրակի և համասեռ հարթության կ ոն տ ա կտ ա յին փոխազդեցության խնդիրր> 
երբ ներդրակը և հարթությունը օժտված են տարբեր առաձդամածո ւցի կ 
հատկություններով և ունեն տարբեր հասակներ։

Անհայտ շոշափող լարումների թռիչքի նկատմամբ ստացված է սինդուլ֊ 
յար ինտեգրա-դիֆերենցիալ և Վոլտերայի ինտեդրալ հավասարումներ։ Ձե- 
բիշևի օրթոդոնալ բազմանդամների մեթոդի օդնությամբ վերջինս բերված Լ
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Վոլտերայի երկրորդ սեռի ինտեգրալ հավասարումների անվերջ սիստեմի և 
հետազոտված է այդ սիստեմի ռեգուլյար ութ յան հարցը։ Ստացված է նաև 
հավասարումների սիստեմ, որտեղից որոշվում են ,ներդրակի ծայրակետերում

անհայտ ճիգերը։առաջացող
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