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В работе О М. М. Джрбашяном введено понятие унитарной 
пары операторов в абстрактном гильбертовом пространстве Н, кото­
рое является качественно новым обобщением понятия унитарного 
оператора. Там же дана их аналитическая характеристика в гильбер­
товом пространстве функций ծ), и в качестве специального• I

случая известная теорема Бохнера.
В настоящей работе получены аналогичные результаты для 

унитарной совокупности операторов.
1. Пусть в абстрактном гильбертовом пространстве Н опреде­

лены п линейных ограниченных операторов Ц, 67,, ..., 6/л с облас­
тями значений = (£=1,2,..., п) и пусть 67*, 6/2, ..67*— 
соответствующие сопряженные операторы.

Конечное множество операторов {67ь 67,, .... ип} назовем уни­
тарной совокупностью, если для произвольных / и £ из Н выпол­
няются условия

(Ս*ք, Ս*.հ)- • °' (*,/= 1, 2......... л-1)(л>2); (1)1 1(Հ, £).*=/'

շ (Ս„ք, տՆ
к-1

(2)

где (/, £)—скалярное произведение пространства Н.
Класс всех таких унитарных совокупностей обозначим через 

и{п\Н). Легко видеть, что условия (1) и (2) соответственно эквива- 
лентны следующим:

(*>2); (3)

(■>)

где 0—нулевой, а /—единичный операторы Н.
Докажем следующие леммы.
Лемма 1. Пусть {/7։, ия}£им(Н). Тогда
1°) операторы * = 1,2.......... «) осуществляют проек-
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тирование пространства Н на подпространства 1, 2,..., #) 
так что .

п

2°) для любых элементов / и ё из Ьп = ипН справедливо ра- 
венство

т. ед=(/, £).

Доказательство. В самом деле, по (3) имеем

р; = А(А!=1,2, .... п), Р„Р)=[°' (*,/=1,2..........п-1), (5)
I 1, *=;

т. е. Р&(& = 1, 2, ../г —1)—ортопроекторы, отображающие простран­
ство Н на некоторые подпространства /А(/г = 1, 2, ..., п— 1). В силу 
(5) подпространства //*(£= 1, 2, ..., л—1) попарно ортогональный, 

л-1
следовательно, оператор V Рц проектирует пространство И на под­

а-1 
л—1

пространство 2 (см. (•), с. 285—289). 
к в 1

л—1 \
Оператор Рп = 1— V Р*—также проекционный и отображает 

А-1
л—1

пространство Н на подпространство Нп= НО)^ и, следователь- 
А— 1

но, пункт Г доказан.
Л

Так как /= V Р*, то, имея в виду (5), для произвольных эле- 
А-1

ментов Р и (3 из Н имеем

(л л \ п
2 Р„Р, 2 РнО)^ (Р„Р, Р£).
А-1 А-1 / А-1

Пользуясь (1) и (2), получим

(1ГпипР, и\ипО)^(ипЕ. ипО),

и так как £ = ип6^п произвольны, то наше утверждение
доказано. . _

Лемма 2. Пусть линейные ограниченные операторы
= 1,2,..., п— 1) удовлетворяют условиям (1). Тогда существует 
линейный ограниченный оператор Пп (единственный среди поло­
жительных и самосопряженных операторов) такой, что {£7П ^2, 
.... 1Уп}^(П).

Доказательство. Действительно, при условии (3) операторы
л—1

Рк = и\ик(й^ 1, 2, ..., п-1), Рл = /-2 Ра
А-1

являются попарно ортогональными проекционными операторами. Сле­
довательно

Рл’ = Р«, Р>Рл, (Рл/,У) = (Рл3/,/) = (Рл/, Рл/)>0,
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т. е. оператор Рп самосопряженный и положительный. А это значит 
Ч1о существует единственный положительный самосопряженный 
квадратный корень ип=р\ (см. (*), с. 284). Оператор и„ будет 
искомым.

Таким образом, если операторы 1. 2, ..Д֊1) не унитар­
ны, то при условии (3) допускают „пополнение** в совокупности по­
средством другого оператора составляющего совместно с ними
унитарную совокупность.

2. Обозначим через £2(я, Ь) пространство всех измеримых и
суммируемых с квадратом модуля на (а, Ь) ункций, где'
<^<+©о. Для пары функций /(х) и £(х) из £2(а, Ь) определим
скалярное произведение

(/, =

ьI /(х)ё(х)дх

а

и норму ||/|| элемента /СА2(а, Ь) как ||/||= (/>/)»•
Известно, что множество функций Л2(а, Ь) с принятым нами 

определением скалярного произведения представляет собой полное 
сепарабельное гильбертовое пространство.

Определим функцию Л(х), зависящую от параметра '#=0, еле- 
дующим образом:

/<(х) = (1, хС[0,'.) 
I о, [о,;)

'>0, /<(*) = -1. о)
о, х(Е [;. о)

;<о, (6)

и с целью упрощения формулировок предположим, что х=0 есть 
внутренняя или граничная точка интервала (а, Ь).

В следующей теореме дается аналитическая характеристика 
унитарных совокупностей операторов, действующих в пространстве 
^2(0, Ь).

Теорема 1. Любой унитарной совокупности операторов 
{Ц, иг, (7„}6(7(л)(7/), действующей в пространстве Н = 1.Да, Ь)
соответствуют 2п функций

КкЦ., х)=ик1<.(х), А;(С,х) = ^(х), (Л=1.2,...» л) (7)

принадлежащих этому пространству при каждом фиксированно.» 
Ь) и обладающих тем свойством, что соответствие

£>= £4/(£ = 1, 2, ..л), (8)

осуществляется посредством формул 
с ь

О а

С *
Р п Р .-----------— . ,

/(х)с1х= V Кк(\, х) ёк(х)дх.
и л-1
0 а

(9)

(Ю)
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Кроме того, функции (7) удовлетворяют условиям:

а) 2 [х)Кк(у1, х)Лх= С/с(х)/,(х)^х = (™п(|;|> |^)’ ’’>0:*-и и (О,
а а

* 
ь

б) [КДС, х)к;к Х)<1Х= (°՛ (к, 1,2.........л-1);
Л 1|/с(х)Цх)</х, А=/

а

Ъ С
в) Г Л'*(', х)</х= у К՜ (г/, х)</х (А=1, 2, ..., п).

а о

Обратно, всякие 2п функций КМ *), х) (&=1, 2, ..., п\ 
обладающие свойствами а), б) и в), порождают согласно форму­
лам (9) и (10) некоторую унитарную совокупность операторов 
{Ц, и1У ..ип}, связанную с этими функциями формулами (7).

Доказательство первой половины теоремы. Пусть справед­
ливы (7) и (8). Тогда легко видеть, что

(£*,/<) = (*А/,/<) = (/> ад — 1» 2, ». ., п)*
/л \ п п

О, ^=(2 к ) = 2 №*, /с)= 2 (£*, та), 
\ь-1 / ’*-1 Л-1

из которых следует формула (9) и (10).
Докажем, 

б) и в). Пусть
что функции (7) удовлетворяют также условиям а),

тогда (/5=1,2, ..., п). В силу (2) и
(8) можем написать

/ п \ пЩ, к)=(/, к) = (2 к )= 2 та*. /<)-
\л—1 / А-1

п п ।
= 2 (ёк. им

»-1 Л-1

и, пользуясь обозначениями (7), убедимся в истинности а).
Подставляя в (1) /—1^ ё—1^ будем иметь

та..^с)= [°; 2...........п-1).
*=/

Пользуясь обозначениями (7), получаем б).
Из определения сопряженного оператора имеем, что

(та./,)=(/с.ед (*=1,2........ п),

и имея в виду также (7), получаем в).
Доказательство второй половины теоремы. Определим 

операторы ик и И*(/г= 1, 2, ..п) следующим образом:
Кл(;,л)=адх), кд;,х)=адл) (£=1,2,п)

Условия а), б) и в) нам дают
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а') 5 (6/*/,, 
к** 1

б') (У^ УА) =

в') (ил,/Л) = (Л, Ук1г) (*=1,2 п).

Пусть теперь /(х)—какая-нибудь ступенчатая функция. Ее
можно представить, причем единственным образом, в виде линейной
комбинации 31функции Л(х). Тогда и/ и \\/ можно будет опреде­
лить как линейные комбинации соответствующих и/: и взятых
с теми же коэффициентами. Соотношения а'), б') и в'), распростра-
няются при этом на произвольные ступенчатые функции / и g:

а") (£4/, = (/,£);
Ь-1

б") (У„/, Уд) = | О’ ч 
I (/. ё)

В") (£/*/, $) = (/, Укё) (Л = 1, 2,..., п).

Поскольку Ь) полно и множество ступенчатых 
то с помощью а"), б") и в'7) операторы

функций•I

и и V,
единственным образом распространить на все А2(а, Ь). В силу

плотно 
можно 
непре­

В А,(а, Ь),

рывности скалярного произведения на Л2(а, Ь) сохраняются формулы
а), б) и в). Известно (см. (3)), что если рункция удовлет­/?(:. х)
воряет уравнению

ь ьУ /?(С, х) х)дх= у 
а а

Ь)

и кроме того полна, т. е. из

х) /(ху/х = 0, ч£(а, £),

где /(х)£Л2(а, £), следует, что /(х)=0, то /?(;, х) является ядром 
некоторого унитарного оператора.

При снятии условия полноты ядер Л ДС, х)(*=1, 2, ..п—1) из 
утверждения б) согласно теореме 1 следует:

Теорема 2. Пусть функции АД;, х)(*= 1, 2, ..л—1) удов­
летворяют следующим уравнениям:

АДч, х)А*(>], х)дх = 

а

°֊ А¥=у (£,/=1,2........Л-1).
у/с(х)/Г|(х)</х, 6=7

Тогда существуют единственные функции Кк(-,х)(Ь 1, 
л֊1) и функции К„^,х), К:(;,х), которые совместно с функциями

х)(А=1, 2........ л—1) удовлетворяют условиям а) и в) теоре­
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мы 1, порождая, таким образом, некоторую унитарную совокуп­
ность операторов Ц, ..ип} в Ь2(а, Ь), согласно формулам 
(9) и (10).

Функции Кп(\, х) и К'п(1, х) также единственны при условии

х)=Кп(^х).

Эту теорему можно рассматривать как решение вопроса о по­
полнении в совокупности конечного числа неполных попарно ортого­
нальных ядер.

В заключение выражаю благодарность академику АН АрмССР 
М. М. Джрбашяну, под руководством которого выполнена насто­
ящая работа.
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Ա. Ս. ՓԱՐՍԱԴԱՆՅԱՆ

Օպերատորների ունիտար համախմջություններ ’և նրանց 
անալիտիկ բնութագրությունը ճշ((2, ծ) ֊ում

Ներկա աշխատանքում մտցվում է օպերատորների ունիտար հ ա մա խրմ- 
բություն հասկացությունը հ իլբերտ յան տարածություններում։ Ստացված են 
ունիտար զույգերի Լշ(Օ, Ե)֊ում անալիտիկ բնութագրության վերաբերյալ 
Մ • Մ, Ջրբաշյանի թեորեմին անալոգ արդյունքներ ունիտար համախմբու­
թյունների համար։ Ապացուցված է նաև թեորեմ, որով լուծվում է վերջավոր 
թվով ոչ լրիվ, զույգ առ զույգ օրթոգոնալ կորիզների ըստ համախմբության 
լրիվացման հարցը։՝
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