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МАТЕМАТИКА

Б. Л. ГолинскийОб одной экстремальной задаче и теорема Какейя
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 11 /VI 1978)Сформулируем теорему Какейя.

Существует единственный многочлен Л?(з) степени =с2я, 
удовлетворяющий следующим условиям: 1) он допускает 

т 
представление А)(г) = Сг2(г)т(г)т*(г), С—пост., г(г)=П (1—а^г), Ь-1т(г) = п (г—М» {Ы}?'<1, т*(г)=гч/—\ >=п—/и, (1)

/-1 \ г /
т. е. некоторые его корни симметричны относительно окружнос­
ти Г единичного радиуса с центром в точке г=0, остальные ле­
жат вне Г и в этом случае имеют четную кратность; 2) он под­
чинен одному из условий: 2.1) заданы его значения в точках {?*}о 
области т. е. /?(7л) = ол, {|тк|}2<^1; 2-2) заданы его младшие 
коэффициенты т, е.А’(г) = р04֊н1г+ ... +^пгп+ап^\гп ь1+ ... +а2яг2л.В п +1формуле (О 1

1 игурирует неизвестных величин: С,{М+ Для нахождения которых имеем я֊Н условий 2.1) или2.2) . Отсюда, однако, не следует, что эта система п + 1 уравнений с п+1 неизвестными (в обще՝՛ случае нелинейная) допускает решение, и притом единственное.Эта чисто алгебраическая теорема была впервые доказана С. Какейя (2) весьма сложно (с применением топологических методов). Непрямое доказательство теоремы Какейя при условии 2.2) дано Ф. Риссом (2), С. Такенака (3), Г. М. Голузиным (4). В настоящей за­метке приведен также непрямой метод доказательства теоремы Ка­кейя, однако один для обоих случаев 2.1) и 2.2) и, как нам кажется, проще вышеуказанных, а леммы 1, 2 и экстремальная задача, из ко­торой следует теорема Какейя, представляют самостоятельный инте­рес. 1. Обозначим через 5 и Н классы фуккций <р(г) и /(г), регу­лярные в области |?|<Ч и удовлетворяющие в ней соответственно 2кусловиям: |?(ге/0)|<4, О=с9<2тг; I \ф(ге^)\дЪ<д1Ост. для всех г<^\.
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ПустьЛг)-^^, Д/)=֊гу|/(')||Л| = А(Со, ^/р =

Г

(1/(01 ։/(0=Ж:|/(С)| при /Р^О
о при /0=0.

ООЛемма 1. Если Г(?)=£ Ь^Н, то граничное условие з-о?агк5(0 : =<р(0. эквивалентно тому, что Р(г)—многочлен
степени ^2п, |г|<1.Доказательство. Пусть Е(г) имеет представление (1). Тогда

аг£^(0 =
|С| гргр |С| г*(С)
С г(Ох*(О ?г(')'Так как г*(г)1г(г)£3 при |?|<1, то Сяаг2 Гр = 1£1 по

с г(Г,)Необходимость условия (I) доказана. Докажем егодостаточность. Имеем ^аг^А(:) =;'։|Л(;)|/?-1(:) = ср(;), £*1^)1=Л *)?(՝)• Ясно, что Х(г): =Л(г)<р(г)^7/ и ЦС)=/7(^)<р(^) должно удовлетворять условию (см. (5), с. 157): Гх(;)?сГ,= рл+^ТЖ=0, (5=0, 1, ...).г г 2кОтсюда вытекает, что при р>^+1 имеем |Л(е/0)1г'?в^9=О, р=п4֊1,олЧ-2, ...» т. е. |/7(е'е)|—неотрицательная тригонометрическая сумма порядка =^/г. По теореме Фейера ]Г(Ц'|=Р(С)|\ где ^(г)—многочлен степени /(г)^0 при |г|<4. Мы имеем таким образом почти всю­ду (п. в.) на Г
С^(С)|=Ся|/С)|а = ^(С)/*(С)=МО=ЛС)у(С). (2)Так как функции то они выражаются черезсвои граничные значения интегралом Коши (см. (5), с. 97) и равен­ство (2) справедливо в |г|<1. По известному представлению В. И.Смирнова (б) имеем при |г|<4Г(г) = 51(г)/։(г)ф1(г), ?(г) = 5։(г)ф։(г), (3)где 2«ф/(г) = ехрС- Г^7՜ у=1, 2։оа В)(г)—произведение Бляшке, аД0)—невозрастающие на [0, 2«]Функции, причем </,(0)=О п. в. в [0, 2^].Мы имеем по (2) и (3) при |г|<1Ч^) = /(гК*(г)=/а(2)В(г)ф(г), В(г) = В№В^Отсюда следует, что ф(г)=1, ^а1(0)+«/а1(0)=О, <5;(0) = пост., /=1, 2.161



Значит /7(г)--/(г)/*(г)<р-1(г)=/(г)/*(г)В;։(г). (4)Так как функция Л(г) регулярна в |г|<1> то каждый нуль функции
В2(г) должен быть одновременно нулем неГП 2— гочлена /*(г). Положим ^1(г) = С1П---- =—,*-1 1 —

меньшей кратности мно-/*(*) = П (г—«*)П й-1 /-1Тогда из (4) получим
т т 1—Л(2) = СП (2-ай)(1-а^)П (1-М)(г֊МП ------— =Сг’(2)т(г)х*(г) =
*-1 к-։ й=1 г—т-ь: = /?(*),т. е. представление (1).Лемма 2. Имеют место равенства

дЬ 
дЬ

-1 а^ лож .)
Г

(5)
Доказательство. Применим метод Ф. Рисса (2). Для этого рассмотрим функцию Г1(г) = Л'(2)4-ДАд25^Н(|г|<^1). П. в. на Г /71(^) = == Л(1)֊|֊△£//. Положим Ад=£^4-/Ад и рассмотрим сперва веществен­ные значения = Обозначим >Д0)^{|Л1(Д| —1/?(’^)|}: Д^5. Тогда

2гс.
дЦР) ЦРХ)-ЦР) 1 г-------= Пт -------------------- = Нт — I у3(и)аи.

дЬ5 2к Л
о

(6)
Очевидно __ Д^+2Ке{Л(;)?}

а^{|^)+д^1+г(;)} н;)+Д£дИ+ти Ке{5(;)?} 1^)1 К(б)|< (7)Применяя теорему Лебега о предельном переходе, (6) и (7), получим
„т 1 Г„(.)Д|. 1 |Д|. «ОТ

2* .1 2» 3 |Р(С)[ дь,
о г

(8)
Рассмотрим теперь функцию = Ад—/^л. Имеем по (8) Л։(г) = -А'(г) с коэффициентами А<2,=

сЩ/7,) _ дЦГ) £ Г Ке{Г2С)?} = _1_ Г Ке{/Г(С)?}
дн3 ” дк$ 2к.) |г2(;)| ’ 2тгЛ |^(С)|г г (9)

Так как то из (8) и (9) следует (5):

Нт >Дб) =
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dL = 1 pZ.(F) dL(F) 
db։ 2 dgs dhs

Re{^C.)?}-<Re{tA(;p}
2|F(Q|

|Л|

1 f f-'Q 
4я J |F(Q| a rg A('.)V|d;|.

2. Найти функцию Р(х)£Н, минимизирующую функционал ЦР) при условии, что Р(г) удовлетворяет условиям 2.1) или 2.2).Решение. Рассмотрим сначала условия 2.1). Введем много­члены
л п АмР(г)=2 (г-^), (?(г) = Р(г)П ——------ -,
*-։ ь-оР (т*)(г—7»)Очевидно <2(т*)=Д*. Пусть /(г)= Vс5г^Н, с5=р^1д,, Р(2) = <2(х)-\-

5-0-|֊Р(г)/(г). Имеем
2к

Ж> =
о

QG)
Р(О

+/GX

Известно (7), что существует единственная экстремальная функцияосуществляющая в метрике пространства 2г.) наилучшеевзвешенное с весом |РС)| приближение заданной функции — <2С)/РС).Введенная функция Р(г) минимизирует А(Л). Необходимые условияэкстремума L(F) таковы: = 0. Эти условия в силу (5)
dps dqsэквивалентны условиям:

dcs 4к argF(Wm|=0, s = 0, 1, 2,...
Отсюда следует (см. (5), с. 97, 100), что п. в. на Г^argffW): =f(C)G//.Для функции /?(г) = /7(г)[Р*(г)]26^ будем иметь при ,£Гarg/?G)=arg7?(C) |Р*(^' [P*(Q] —Pr. P(^) ?arg/?(՜.) = -՜1-֊; ai֊g F(՝)-
Так как <р(г)^/У, |Р*(г)|5>С,>0 при z|sgl, то и дажеибо п. в. на Г 1 = |?аге/?(;)|=|<р(0//3*(-)1- По лемме 1 имеем Р*(г)Для |г|<1/?(г) = Сг։(гНг)т*(г), Г(г)=-^|у֊=сГ֊^-֊- (10)
причем Р(тО = Р(1*)[Р*(1*)Г = МР*(?*)1,=6*’ ^ = 0, 1,2,..., п. Таким образом решедие поставленной экстремальной задачи с\ щест- 

1 ■ Л
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вует, оно единственное, (10) —его необходимая форма; следователь­но, существует единственный многочлен /?(г) степени ^2л, имеющий форму (1) и удовлетворяющий условиям 2.1).Для решения экстремальной задачи при условии 2.2) введем
пмногочлены Р(г) = £л + 1, (?(£)=; 2 величины {и*/о заданы. Рас- /г-0смотрим и теперь прежний вид функции Л(г). Повторяем прежние рассуждения и приходим к решению задачи Какейя при условии 2.2), Приведенный метод доказательства теоремы Какейя представ­ляет, как нам кажется, интерес также потому, что он устанавливает тождественность между многочленами определенного вида и видом экстремальных функций из класса //, на которых реализуется мини- 2хмум функционала А(Л) = |Л(е։'0)|г/0 при условиях 2.1) и 2.2).

о

Харьковский ордена В. И. Ленина 
авиационный институт им. Н. Е. Жуковского

Р. Լ. ԴՈԼԻՆՍԿԻ
11ի էքստրեմւսլ խնդրի մասին և նակեյաի թեորեմը

Ապա ցուցված է հետևյալ թեորեմ ր г Գոյու ւնի *211֊ ի ց ոչ ավել աս-
տիճանի 
րին.

միակ R(z) բազմանդամ, որր բավարարում է հետևյալ պայմաննեZ?(Z)֊£» թույլ է տալիս հե տևյալ ներկտյացոլ

v

R(z)~p բավարարում է հետև լա լ պայմաններից մեկին''2.2) Ք(2)=յւ0-|-|1։£+ . . . +|ւ„2" + <յ" + |£', + 1 +. . .
—դործակիցնև րը տված են։

Այս թեորեմր առաջին անդամ տոպոլոդիական մեթոդով ապացուցել է 
Կակեյան։ 2.2) պայմանի դեպքում այս թեորեմի ոչ ոլՂ.Ւղ աս{ա9ու19 արված 
է Ֆ. Ռիսի, Ս. Տակենակի, Գ. Մ. Գոլուդինի և ուրիշների կողմից։

Հոդվածում ևս բերված է այս թեորեմի ոչ ուղիղ ապացույցի մի մեթոդ, 
որր սակայն նույնն է 2.1) և 2.2) դեպքերի համար և, ինչպես մեզ թվում է.
պարզ է վերևում նշված հեղինակների մեթոդներից

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 S. Kakeya, Trans. Amer. Math. Soc., v. 22, 489—504 (1922). 2 F. Riesz, Acta 

Math., B. 42, 145—171 (1920). 3 S. Takenaka, Jap. Journ. of Math, v. 11, 47—50 
(1925). * Г. M. Голузин, Мат. сб.. т. 16 (58), 295—305 (1945). 5 И. И. Привалов,
Граничные свойства аналитических функций, Гонти, М.—Л., 1950. в В. И. Смирнов,
Жури. Ленинград, физ-мат. о-ва, т. 2 (2), 22—37 (1928).
МГУ, вып. 148, Математива, т. IV, 133—143 (1951).

7 С. Я- Хавинсон, Уч. зап.164


