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Обзор основных результатов и работ по теории задач контакт­
ного взаимодействия между тонкостенными креплениями и массивны­
ми деформируемыми телами приведен в (2). При этом тела обычно 
моделируются в виде бесконечных областей. Между тем исследование 
такого круга задач для тел конечных размеров, который сравнитель­
но мало изучен, представляет теоретический и практический инте­
рес. В этом направлении укажем на работы (2’3), в которых рассма­
триваются задачи для прямоугольника. Укажем также на работы (4•՛’’), 
которые по методу исследования весьма близки к настоящей работе.

Здесь приводится исследование двух контактных задач о пере­
даче нагрузки от одной или двух накладок к упругому круглому 
диску.

Основываясь на известных физических предположениях, приня­
тых в работах (4,н), решение поставленных задач сводят к решению 
сингулярного интегро-дифференциального уравнения при определен­
ных граничных условиях. Затем на основе аппарата ортогональных 
многочленов Чебышева это уравнение сводится к квазиполной регу­
лярной бесконечной системе линейных уравнений.

1. Пусть упругий круглый диск толщиной 2/1 и радиуса R уси­
лен тонкими упругими накладками, причем в первой задаче предпо­
лагается, что диск с двух сторон усилен одной (рис. 1), а во второй 
задаче — двумя одинаковыми и симметрично расположенными относи­
тельно центра диска упругими накладками (рис. 2). Требуется опре­
делить закон распределения контактных напряжений вдоль линии 
крепления упругих накладок с диском, когда на накладках действует 
сама уравновешенная система сосредоточенных сил.

Выведем разрешающие уравнения поставленных задач.
Сначала рассмотрим первую задачу (рис. 1). Пользуясь извест­

ным комплексным представлением решения плоской задачи геории 
упругости (7), легко определить функцию влияния для диска, когда 
в его точках (-х0, 0) и (х0> 0) действуют равные по величине и 
противоположно направленные сосредоточенные силы Р вдоль осп 
Ох. Эта функция имеет вид
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где 5 = х//?, 7; = х0//?.
Здесь и{2)(х, 0) — горизонтальное перемещение точек диска вдоль 

оси Од-, а Е и >-его модуль Юнга и коэффициент Пуассона соот­
ветственно.

Рис. 1. Упругий круглый диск, усилен­
ный одной накладкой

Рис. 2. Упругий круглый диск, усилен­
ный двумя накладками

Вследствие симметрии задачи будем 
условии равновесия любой части (х, а) 
Гука, имеем

считать 0<х<^ц. Теперь из 
накладки, учитывая закон

(0<х<а), (1.2)

где —модуль упругости накладки, А—площадь прямоугольного 
поперечного сечения накладки, с1—ее ширина, а ^(х) —подлежащее 
определению тангенциальное контактное напряжение. При этом из 
условия равновесия всей накладки будем иметь

а

:ДХ)(/Х = 0.
— г/

С другой стороны, перемещения точек отрезка [0, л] диска от 
действующих па него контактных напряжений т$(х) согласно (1.1) 
будут

и«-’>(х.0)=° — - р3—-( 1п ; ՛ - + А(;, т|) 'ЧчМ’). (1.3)Л 4тГ£2 I с У
Ша» ' ® 8 __о

(0<;<а//?) 
где
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IV2

1п ' 'I

---- V )։;4'.4], (^/?)=-(0).
На участке [0, г/] контакта накладки с диском должно выпол­

няться условие

а(2)(х, 0) = и(1)(х), (0<х<^),
которое с учетом (1.2) —(1.3) 
ференциальному уравнению:

«о

приводит к следующему интегро-диф-

1п

при граничном условии

где введены безразмерные величины

а =и0 9
4£й/?
)(3—՝•*)  Е$А$

«о

для
Аналогичным образом получим, 
второй задачи имеет вид
«•

что разрешающее уравнение •

а о - Ьо

^0^0

где

«о

о
^0

4ЕЙ и^(Ь), Ь0^ЫК.

Постоянная с, которая характеризует жесткость системы, 
подлежит определению.

После перехода к новым переменным

также



(1.10)

=ф(О

уравнение (1.7) примет вид

1п------ - + /(,(/, к) Ф'(г’)^т1 = —\ 1 (^—■и)Ф'(т')^т’+<? (1.11)
-1

(-1</<Г) Г 9 .
Ф(-1) = О, Ф(1) = -1, (1,12)

где
К^, т4(тОЬ ՝ (1.13)

2. Решение уравнения (1.4) представим в виде ряда

ф'(0 = -2֊ у; Х„Т2п^1а0), (0<$<а0). (2.1)
' 0 £ л *«  1

Здесь 72л֊1(с/й0) (д=1, 2, ...) —многочлены Чебышева первого 
рода, а [Хп}^л — неизвестные коэффициенты, подлежащие определе­
нию.

Подставляя выражение (2.1) в (1.4) и учитывая соотношения 
для полиномов Чебышева, по процедуре (8~10) после некоторых эле­
ментарных выкладок относительно коэффициентов получим
эквивалентную бесконечную систему линейных алгебраических урав­
нений. Не останавливаясь на подробностях, сразу приведем, оконча­
тельный вид этой системы:

(/77 = 1, 2, . . .), (2.2)
где

^=(2«֊1)ГЛ, ^.„ = /?О)п+/?(2)п>
֊/2 я/2

. • -4- Г СО5 (2т — 1) 1(0 (КДг, г) соз (2//—1)?//?,
^/2---  1 ** V ’ ■) Х

□ о

Г (֊!)՛" _ 4|2 —(2т—I)2] п = 1
2/П-1 ՛ (2т—1)։[4—(2/п—1)։] ’ (2>з)
4(2/г-1)[1+(2п—1)2-(2т-1)а| т = 1, 2, ...

|(2т֊1)г-4(п-1)г|[4п2-(2т-1)г] ’ л = 2, 3, ...
г, ( /7/ = 1 —

г) = Л'(<20 сов а0со8?).
( 0, 777 = 2, з, ...

Решение уравнения (1.11) при граничных условиях (1-12) пред­
ставляется формулой
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7Т=^^,ХпТ"^՝ (2.4)

Тогда уравнение (1.11) сведется к бесконечной системе аналогичной 
структуры. После того как определим коэффициенты {Л’л}" , значе- 
ние постоянной с можно найти по формуле

С = —֊2 МпХп—Х, 
п 1

где Мп и Л' определенные величины.

ция
Для исследования бесконечной системы (2.2) заметим, 

****

Л'(Л г), входящая в ядро этой системы, в квадрате (0^
непрерывна и любое

что функ-
Կ г^г./2)

число раз непрерывно дифференцируема. Тогда
интегрированием по частям находим

т./2 к/2

Т{т.п ~Г ք շօտ (2/7г ՜ С ^(Հ ^)соз(2/г—1)շժշ, (2.6)
՛■ օյ •

при помощи которого можем записать

п = ո ₽ 1
I т.п 

п =■ 1 2/г—1 п =»

Далее, следуя известной методике, 
ней мере

показывается, что по к ра й -

Տրո—0>ու~ >-£), ш

Последнее равенство позволяет утверждать, что бесконечная 
система уравнений (2.2) квазивполне регулярна при любом X. Такой 
же результат имеет место для второй задачи.

Авторы благодарят С. М. Мхитаряна за постановку задачи и 
внимание к работе.
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Կ. Դ. ՂՈԻԼՅԱՆ, է. Ա. ԶԱՊՈԻՆՅԱՆ

Ասաօդական ամրացումներով կլոր սկավառակի հ ա մար երկու կոնտակտային

խնդիրների մասին

Դիտարկվում են մեկ կամ երկու վերադիրներից կ^ք1 առան ձգական սկավա- 
ոակին բեռի փոխանցման երկու կոնտակտային խնդիրներ։ Ենթադրվում է, 
ՈՐ առաջին խնդրում սկավառակը երկու կողմից ուժեղացված է իր կենտրոնի 
նկատմամբ սիմետրիկ դասավորված մ ե կա կան, իսկ երկրորդ խնդրում երկու- 
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ակտն առաձգական վերադիրներով։ Երկու խնդիրներն էլ մաթեմատիկորեն 
ձևակե րպվում են որոշակի եզրային պայմաններով սին գուլյա ր ինտեգրա֊ 
դիֆերենցիալ հավասարումների տեսքով։ Այնուհետև Չ ե բ իշևի օրթոգոնալ 
բադմ անդամների մեթոդի օգնութ յամ բ այդ հավասարումները բերվում են 
քվադիլիովին ռեգուլյար գծային անվերջ հավասարումների համակարգերի։
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