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1. Классификация по выполнимости. Уравновешенные тож
дества длины 3 изучены В. Д. Белоусовым (1), А. Садом (’), Б. 
Трпеновским (3) и др. В настоящей работе приводятся результаты 
исследований сверхтождеств (т. е. тождеств с переменными операци
ями), определенных по этим равенствам. В смысле выполнимости 
֊сверхтождества, определенные по равенству ассоциативности х • уг = 
—ху • г, рассмотрены в (4).

Универсальная алгебра с бинарными операциями на
зывается обратимой, если для любой операции группоид С)(А) — 
квазигруппа. Все рассматриваемые здесь алгебры — обратимые алгеб
ры, хотя многие результаты (в подходящей ^формулировке) можно 
распространить и на другие классы алгебр (например, на класс моно- 
идальных систем (4)).

Алгебра называется нетривиальной, если порядок |2£>!.
Сверхтождество называется нетривиальным, если в нем участвуют 
хотя бы два различных символа операций. Легко заметить, что если 
в нетривиальной обратимой алгебре выполняется сверхтождество, оп
ределенное по одному из уравновешенных тождеств длины 3, то 
каждый символ операции должен в нем повторяться хотя бы два 
раза (это следует и из более общего результата об одиноких опера
циях (*)). Следовательно каждое из указанных тождеств порождает 
три нетривиальных сверхтождества (из них У (у, г)] = А’[л*, У(у,г)| 
и Д'! У(л', у), г] = Д[ Г(х, у), г] выполняются в классе всех бинарных 
.алгебр):

Л\х, Г(у,2)] = Г[х, А(у,г)}

Л[х, Л(у,2)=У(х, Г (у, г)]

-VI х, Г(у, 2)| = А|х, У(г, у)] 

Х[х, Г(у, г)|= Г[х, Х(г, у)] 

А|х, А(у, г)| = Их, Г(г,у)]

Х\х, У(у,г)| = А'[у, Их,г)| 

А|х, Г(у, г)] = ИУ. Х(х,г)] 

А[х, А(у, г)]=ПУ,

(1-1)

(1.2)

(2.1)
(2.2)
(2.3)

(3.1)

(3.2)
(3.3)
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А|х, Г(у,х)1=А[у, Г(г,*)] 

А[х, У(у, х)]=У[у, Х(г, л)] 

А'|х, А'(у, х)]= У|у, У(г,л-|) 

(4.1)—(4.3)

АГ[х, Г(у,г)] = Ж Г(у,х)] 

А[х, У(у,х)]=У[х, А'(у,х)1 

Х[х, Х(у, х)] = Г[г, Ш*)] 

(6.1)-(6.3)
Х[х, У(у, х)] = А'[Г(х, х), у] 

. Х[х, Г(у,г)]=К[Х(х,х),у]

А[х, А(у, с)] = У[У(х, х), у] 

(8.1)—(8.3)
Х[х, У(у,х)]=Х[Г(у, х), х] 

Х[х, У(у, х)]=У[Х(у, х), х| 

Х[х, Х(у, х)]=У[Г(у, х),х] 

(10.1)֊(Ю.З)
Х[У(х, у), х] =У[Л(х, у), х] 

Х[Х(х, у), х] = У [ У(х, у), х]

Л'|х, У(у,х)|=Х[г, У(х,у)1

Л’1х, У(у, х)] = Г[х, Х(х, у)]

(12.1),(12.2)
А'|У(х, у),х]=АГ[ У(х, х),у] 

А'[ У(х, у), х]= У[А(х, х), у]

Х[Х(х, у), х]=У[У(х, х),у]

(14.1) —(14.3)
Х| У(х, у),х]=Х[У(у,х),х]

А[У(х, у),х]=У[Х(у, х),х]
А[Х(х,у),х]=У[У(у,х),х]

(16.1)-(16.3)
Для краткости высказывание 

выполняется сверхтождество (п)и

(5.1) —(5.3)

Х[х, У(у, х))^А’[У(у, х),х] 

,¥[х, У(у, х)] = У[А’(у, х), х] 

*[х, Х(у, х)]=ИПу, х),х] 
(7.1)-(7.3)

А'[х, У(у, х)] = А' (К(х, х), у] 

АГ[х, У(у, х)] = У[?Г(х, х),у1 
Х\х, А(у, х)]=У|У(х, х), у!

(9.1) —(9.3)

,А[х, У (у, х)]=АГ[У(х, у), х] 

Л[х, У(у,х)] = У[Х(2,у),х] 

А'|х, X (у, х)] = У[У(х, у), х} 

\ (11.1)-(11.3)

АГ[У(х, у),х] = *[ У(у, х),х] 

Л) У(х, у),х]=У[?Г(у, х),х] 

Х\Х(х, у), х| = У| У(у, х), х| 

(13.1)-(13.3)

А՜] У(х, у), х] = А[ У(х, х), у] 

А1 У(х, у), х] = У|А(х, х), у) 

А’[А(х, у), х]= У[У (х, х), у] 

(15.1)-(15.3)
У(х, у), г] = Х[ У(г, у), х] 

А[У(х, у),х]=У[Х(х, у),х| 

А'[А'(х, у), х] = У[ У(х, у), х] 

(17.1)—(17.3)

,в обратимой алгебре 
записывается |= (п

Теорема 0. 1. 1>|= (1.1) 4* Ц ={А/|Д,(х, у) = /-;(х у)},

где (}(•)—квазигруппа, а отображения Л/ — перестановочные меж
ду собою право-регулярные подстановки квазигруппы <?(•).

2. <3; И>|=(1.2)«*2 ={Л|А,(х, у)=/ч(х у)},
где Ц( ) — квазигруппа, а подстановка удовлетворяет
условию ).((х у) = х ).-1у.

3. <Р; 2>|= (12.1)4*2 =({Л|Л(*. У)=М-« У)1,
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где (?(•)—квазигруппа, а отображения /ч— перестановочные между 
собою лево-регулярные подстановки этой квазигруппы.

4. <3;2>|=(12.2)<=>2 = {А|Д/(х, у)=>;(ху)},

где З(-) — квазигруппа, а ь: (2-+0֊ подстановка с условием //(х-у)=^ 
}х-у.

5. <С;Х>|=(2.1)^1>{Л|А(*, у)=Л(У,*)}.

6. <3;2>|=(2.2)^2-{ЛИ/(х, у)=Мх-у)},
где ()(•) -коммутативная квазигруппа, отображения — переста
новочные между собою право-регулярные подстановки квазигруппы 
З(-). •

7. <3; 2>|=(2.3)^2 = {Л|Л(х, у)=М^ у)},
где (}(՝)—коммутативная квазигруппа, а : С} -*()—подстановка с 
условием Х/(ху) = х-Х“1у.

8. В классе всех обратимых алгебр сверхтождества (2.1), 
(10.1), (11.1) и (13.1), сверхтождества (2.2), (10.2), (11.2) и (13.2), 
далее — (2.3), (10.3), (11.3) и (13.3) эквивалентны (в смысле выпол
нимости).

9. <3: 2>|=(3.1)^2 НЛ|А(л:, у) = ахо/руI,
где (}(*) — абелева группа, /,-£3, 7*. (^(^—фиксированная подста
новка.

ю. <3;^>1=(3.2»1 = |А|А(Х, у)=7./хоу}1

где С?(э)--абелева группа, 7.1: (^-+6}—подстановка.

И- <3; 2>1=(3.3)^2={Д/|Д/(х, у) = 7.х7гу}, 
где 3(°)՜՜абелева группа,Ц не зависит от индекса I, а: 3^3՜ 
фиксированная подстановка.

12. <3;2>1=(14.1)^>2={^||А/(Х, у)=Хо//Сау},

где 3( )—абелева группа, 1£(), а: (^(^—фиксированная подста
новка.

13. <3; 1= (14.2) 4=>У = ;Д,|А(х, у)=Хоа<у},

где <5(о)—абелева группа, а, : 3"*3~подстановка,

14. <3;^>1=(14.3)442 = |Д/|Д/(х, у)=хо6- ау}, 
гс^ 3( ) — абелева группа, не зависит от индекса I, 7.: ()֊>(}— 
некоторая подстановка.

15. <3; Х>|=(4.1)^1 ^{Д/|Д/(х, у)«х /ру}, 

где С?( )— абелева группа,
16. <3; 2> 1= (4.3)4^2= (Л’|Л(ху)=х;Лоу), 

где 3(°)—абелева группа, ^В^е.
17. В классе всех обратимых алгебр
I) сверхтождества (4.1), (4.2), (15.1), (15.2), (5.1), (5.2), (16.1),.



(16.2), (7.1), (7.2), (8Л), (8.2), (9.1), (9.2) эквивалентны (в смысле 
выполнимости).

И) сверхтождества (4.3), (15.3), (5.3), (16.3), (7.3), (8.3), (9.3) 
также эквивалентны.

18. <(?; 2>|=(6.1)^2 =|Л|Л(х, у) = <р2хо^о<ру), 

где ф(о) —абелева группа, <?—ее автоморфизм,

19. <0; 2> 1= (6.2) ={Л|Д/(х, у) = ?2х:<сс?у},

где ()( ) — абелева группа, у—ее автоморфизм со свойством ^1 — 
= 1, Л, для некоторого фиксированного элемента

20. <$;2>|=(6.3)^£{А|Л(х, у) = М^у}, 

где ()( )— абелева группа, ъ — ее автоморфизм, со свойством ^1= 
—для некоторого фиксированного элемента

где (]()—абелева группа, ъ—ее автоморфизм,

Ж. <Р;2>1=(17.2)^-={А|Д/(х,у)^<РхеЛ ?*у},

где С]( )—абелева группа, <? — ее автоморфизм со свойством = 
для некоторого фиксированного элемента

>|=(17.3)^>|А|А(х, у) = ?Х Л ГУ/,
где —абелева группа, <?-ее автоморфизм со свойством ^11 = 
= для фиксированного

Замечание. Если порядок 121= 1, то, как вытекает из свойств 
9 и 12, условие р(0) = 0 в описании 1.3 статьи (6) оказывается лиш
ним.

2. Изотопные замыкания сверхтождеств. Класс алгебр Л на- 
зывается изотопным замыканием формулы Ф, внутри класса всех об
ратимых алгебр, если А содержит те и только те обратимые алгебры, 
каждая из которых изотопна алгебре, в которой истинна формула Ф. 
В аналогичном смысле понимается и изотопное замыкание системы 
формул. В частности мы здесь определяем изотопные замыкания не
которых сверхтождеств.

Два сверхтождества (или две формулы) назовем изотопно-экви
валентными, если внутри класса всех обратимых алгебр их изотоп
ные замыкания совпадают. Начнем с понятия изотопии: бинарные ал
гебры и <(}'՛, называются изотопными, если сущест
вуют биективные отображения а, р, ? : <2֊*ф՜ и 2У такие, что
7Д(л, у)=[ФД](0х, ?у) для любой операции и для любых x,y^Q.

Теорема 1. Внутри класса всех обратимых алгебр
а) изотопное замыкание формулы Я У УХХ'х, у, г (Аг[х, К(у, г)|

= У [ А (х, у), £]) /
определяется импликацией

Уо) — ^(хо* У1)
1 (Л*1’ У‘з) ~ Уз) А(х2, Уз)= П-Ч. У։)» 

А (-4* У1) = У(х3, у0)

(18)
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6) изотопное замыкание формулы 3 У УХ Ух, у, г(У[х, Х(у, г)\ = 
=Х[Г(х, у), г]) 
определяется импликацией

А(Л*։, Уо) У1)
Г(х։, у։) = Х(х0, у3)-> Х(хг, у3)=. У(х։. у2); (19)
А(хг, у1) = А'(Хз; у0)

в) изотопное замыкание формулы 
= Х1х, Г(у.г)]) 
определяется импликацией

ЭГУ.УУх, у, г(Х[ Г(х,у),г| =
Г

А(х1э Уо) =г-^('*о» У1)

^(Хп 5*2^ — *(*0, Уз) (^3’ Уг) = Уз)» (20)

А ("^г» У1) = А ('^з» Уо)

г) изотопное замыкание системы 3 УУХУх, у, з(У[х, У'(у,г)] = 
= Х[Х(х, у), г]); Х[ Г(х, у), г\ = Г[Х(х, у), г] 
определяется импликацией

А(Л1, у0)— Х(х0, у2)

А^, уа) = А'(х0, у3) ֊> Х(х2, уз) - Г(х3. у2), (21)

^(■^2» У1) ~~ А (л3, у0)
причем из формулы (21) следуют формулы (18) и (20);

д) изотопное замыкание системы 3 КУХУх, у, г(Х[х,А'(у, г)] = 
= Г | Г(х, у), г]); Х[х, У (уу г)|= У [х, Х(у, г)] 
определяется импликацией

(^1» Уо) ) (Л'О» У1)
Х(хР у2) =֊- Г(х0, уз) Х(х2, Уз) -= Г(х3, у2), (22)

) (^2» У1) = (^з» Уо)
причем из формулы (22) следуют формулы (19) и (20).

Следствие. В классе всех обратимых алгебр
е) изотопное замыкание сверхтождества ассоциативности

^[х, Г(у,г)1=У[Х(х, у),г] (23)

определяется конъюнкцией формул (18) и (19);
ж) изотопное замыкание сверхтождества ассоциативности

Х[х* Г (у, г)]-֊=Х[Г(х, у), г] (24)

определяется конъюнкцией формул (18), (19) и (20);
з) изотопное замыкание сверхтождества ассоциативности

Х[х, Х(у,г)|=Г|Г(х, у), г| (25)
определяется конъюнкцией формул (19) и (21) (что равносильно 
конъюнкции формул (18) и (22)).

Теорема 2. Внутри класса всех обратимых алгебр
и) изотопное замыкание сверхтождества (3.2) определяется 

импликацией
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.\-(Хр у ) Л'(л-2. У1) }_ Г(А-։> (26)
X(xvy3)=Y(x3,y1) ՛■ Л

к) изотопное замыкание сверхтождества (14.2) определяется 
импликацией

У(х„ у2) = Г(х2, у3) 
А (*,, Уз) — ) (-'■'։> У1)

- А'(л-2, у3)= Г(л-3, у2); (27)

л) изотопное замыкание 
импликацией

Y {xv у2) = У (х>, у,) 
(•՝!’ Уз) = -^(Л֊з> У։)

сверхтождества (4.3) определяется

Уз) = >'(л-3, уз).

Следствие. Внутри класса всех обратимых алгебр
м) изотопное замыкание сверхтождества (4.1) определяется 

конъюнкцией формул (26) и (27);
н) сверхтождества (4.1), (3.1), (14.1), (6.1), (6.2), (17.1) и (17.2) 

изотопно-эквивалентны՝,
о) сверхтождества (4.3), (3.3) и (14.3) изотопно-эквивалентны;
п) изотопное замыкание сверхтождества (6.3) (или (17.3)) 

содержит изотопное замыкание сверхтождества (4.3) и содер
жится в изотопном замыкании сверхтождества (4.1).

Важность полученных сравнении (как в смысле выполнимости, 
так и изотопной эквивалентности) связана с тем, что внутри класса 
всех обратимых алгебр сверхтождества (4.1) (или (4.3)) эквивалентны 
системе сверхтождеств ассоциативности и коммутативности:

(4.1) (И) ֊I (24) (4.3)~( 1251
I Х(х, у) = А(у, х) [А(Л-,у) = X(у, л); (A'(jc.y) = А'(у, х).

Попутно получен отрицательный ответ на вопрос 6 книги (’).

Ереванский государственный университет

ՅՈհ. Մ. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ

Երեք երկարությամբ հավա սա րակշո ված գեր նույնություններ

Աշխ ատ անքում նկարագրվում են երեք երկարությամր օժտված բոլոր
, ա վա иարա կշռված գե րն ո ւ յն ո լթ յո ւնն ե ր ր հակադարձելի հ ան ր ահ աշի վն ե ր ի 
գա սում։ Այդ գերնոլյնո ւթյունն երր դասակարգվում են րստ իրացնելիության,
այնուհետև ո րոշվում են մի շարք գե րն ո ւյն ո ւ թ յո ւնն ե ր ի իգոտուգ փ ւս կ ոլյթն երր ։
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