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Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Пусть функция f=f(z,֊w) п^2, го

ломорфна в единичном таре {(z, и՝) : |z|24-|w|2<^l}cСп и для любого 
Х£СЛ-1, |'|</ (г>0) функция /(aw, w) голоморфна всюду в С~Са., 
за исключением одной точки (зависящей от а).

Тогда f продолжается до функции [, голоморфной в С'*\ 
\{Z(z, w)^0}, где I—некоторая линейная функция.

Если /('aw, w) вообще не имеет особеннностей или мероморфна, 
то утверждение теоремы 1 является очевидным следствием стандарт
ных теорем об оболочках голоморфности и мероморфности (см. (1’2)), 

Для доказательства теоремы 1 кроме известных результатов Е. 
М. Чирки (3) о разложении функции, голоморфной вне аналитических 
множеств, в ряды Лорана—Якоби нам нужно одно обобщение клас
сической теоремы Леви об аналитичности множества особых точек 
(см. (4)).

Пусть DqC"~1, GczCw—произвольные области и функция /— 
=f(z, w) голоморфна по совокупности переменных в области (£)Х 
Х<д)\£, где E^D^G—замкнутое множество, сечение которого лю
бой комплексной прямой z = z0, z£D, состоит из одной точки, кото
рую мы обозначим через (z0, cp(z0)). Теорема Леви утверждает, что 

аналитическое множество в DxG, т. е. ^—голоморфная функция 
в области D.

Задача существенно усложняется в случае частичной голоморф
ности только по w, без дополнительного предположения о замкну
тости множества особенностей Е. В этой ситуации справедлива сле
дующая

Теорема 2. Пусть DciC*՜1—произвольная область и функ
ция f=f(z, w); z£D, w£C голоморфна no совокупности перемен
ных в Z)x{|w|<J}. Предположим, что при любом фиксированном 
z£D функция f(z, w) голоморфно продолжается во всю плоскость 
Cw> за исключением одной точки ?(z). Тогда у—голоморфная 
функция в области D, т. е. множество особенностей E={(z, w)\ 
z£D, w=y(z)} является аналитическим.

Если множество Е замкнуто, то утверждение теоремы 2 сразу
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следует из теоремы Леви, ибо тогда функция /, как хорошо извест
но, голоморфна в (DxCw)\E,

Доказательство обеих теорем существенно упрощается, когда 
функция /( • , w) имеет единственную особенность в расширенной 
комплексной плоскости С —ClJoe (в общем случае мы считаем, что в 
бесконечности тоже может быте, особенность). Простые доказатель
ства в этом случае приводятся ниже.

Для доказательства теоремы 2 в указанном выше частном 
случае заметим, что по фундаментальной теореме Гартогса достаточ
но доказать голоморфность ..., гп-\) по каждому пере
менному А = 1...., п— 1, при фиксированных остальных; значит, 
можно считать п — 2. По условию, для любого фиксированного г£Г) 
функция /(г, д՛) голоморфна в единичном круге {|зд|<1} и ее ряд 
Тейлора в точке тс» = 0 сходится в большом круге {|^|<СГг(г)|}- Тогда, 
как известно, ряд /(д, ш) = У ап(г)мп сходится в области {(г, яу) :

|^,|<С1ср(г)|*}; аналогично ряд /(2,™) = ^?Ьп(г)1юп сходится в облас
ти {(г, ^); 1М^>1?(г)1*}- Здесь |<р(г)|.к и соответственно
нижняя и верхняя регуляризации функции |?(з)|. Хорошо известно 
(см. (1>4)), что функция — 1п|?(г)|* супергармонична, а —1п|<р(г)|*—суб
гармонична в О. Отсюда с помощью стандартных усреднений легко 
выводится, что 1п|^(г)| —гармоническая функция в области В. Нам 
достаточно того, что |?(г)| — непрерывная функция. Точно так же до
казывается непрерывность функции |?(г)—«|, где « — произвольная 
точка с |«|<1. Из непрерывности |?(г) —а| для этих «, очевидно, сле
дует непрерывность самой функции <р(г), после чего наше утвержде
ние следует из теоремы Леви.

Для доказательства частного случая теоремы 1 сделаем 
замену переменных г2 = 1/ш и положим г2)=/(г1/г2,
1/г2). Тогда г2) голоморфна в области {|г2|^>1 1+|<1|2} и для лю
бого фиксированного функция £(гР г2) голоморфна в
С/2\<р(гД. Как мы уже доказали, 9—голоморфная функция. Пусть 
<?(£Д =/(гД-г21п(£Д, где /{гД = «24 4֊ А—линейная часть функции ^(гД 
в нуле, и ^(гД —голоморфная функция, равномерно ограниченная 
в круге |-гг1|^^г/2. При |2'1|<^г имеем |?(гД —/(^Д|<^Сг2, т. е. над 
к1|<С£ функция г2) голоморфна вне трубочки |г2 —/(гД|<^Сг2. 
Сделаем еще одно преобразование г' те/= 1/(г2--/(гД) и положим

А(г', — Тогда функция Л голоморфна в {|г'[<^е,
\ ад' /

для некоторого с'^>0 и при каждом фиксированном г', |-И<Л 
она голоморфна по да' в круге |о/|<Д/Се2. По лемме Гартогса, Л го
ломорфна в поликруге {к'|<^г, 11Сг2}, Кроме того, А голоморфна в
области 1 ֊н|г'|2} для некоторого б?>0, зависящего от коэф
фициентов функции /, так как g голоморфна в {|г2|^>/1 ֊Ьк112} и по 
г2 голоморфна в оо.

Таким образом, А голоморфна в объединении поликругов {|2’,|<С 
<е, 1 /Сь2} и {|2'|< 1/е, |^'|<е/2с}. Оболочка голоморфности этого
объединения содержит поликруг |^'|<^е“2/5}. Так как е^>0 
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произвольное, то функция // голоморфно продолжается на все С2. 
Возвращаясь к переменным (г, ъи), получаем, что / голоморфно про
должается в С2\{(г, да): аг + Ью= 1}.

В общем случае приведем только схему доказательства 
теоремы 2. Сделаем преобразование (з, да)->(г, 1/да) и будем разла
гать полученную функцию g(zt м)=/(г, 1/да) в ряды Тейлора по 
(да—я), |а|>1. Радиусы сходимости (при различных г) равны либо- 
|а|, либо \а —<р(г)|. Нижняя регуляризация по г радиуса сходимости 
по -да в каждой точке г не больше, чем сам радиус, причем отли
чаются они только на множестве емкости нуль. Используя это свой
ство и произвольность центра разложения а, нетрудно показать, что 
аг£?(г) является непрерывной функцией. Рассматривая, вместо пре
образования да֊* 1/да другие дробно-линейные преобразования и 
повторяя приведенное рассуждение, мы получим, что функция ?(г) 
непрерывна, после чего утверждение теоремы опять следует из тео
ремы Леви.

Доказател ьство теоремы 1 в общем случае. По теореме 2, 
функция голоморфно зависит от параметра X, поэтому в достаточно 
узком конусе |г|<г |да| особенности функции /(?, да) лежат на мно
жестве да = Ф(г), где ф —голомэр фная функция в малой окрестности 
точки 0 в С"՜1. Пусть р(г) —многочлен Тейлора второй степени для 
функции ф в нуле. ф(г)^--^(и)-|-г3ф1(г), где ф1—тоже голоморфна в 
окрестности г — Сделаем биголоморфное преобразование координат 
(г, да)-* (г, да—р(г)-|-ф(0)) (а функцию будем по-прежнему обозна
чать через /(г, да)). Тогда при каждом фиксированном г особенность 
/ будет в точке (г, /г(г)), где /г(г) = а 4-6(г)Ч-р(г), а = ф(0) и |/г(г)~ 
—я|<Х՝|г|3 в некоторой окрестности г = 0. Сделав еще одно преобра
зование (г, да)-^(з'/да, 1/да), мы получаем, что достаточно разобрать 
случай, когда (функция /=/(-?, да) голоморфна в области £/={(г, да): 

: |®|>/1 + |г|а } и для любого фиксированного г, функция
/(г, да) голоморфна в С-Х,\^(г), где ?(г) голоморфна в |г|</ и

(О

где а = ф(0) и С—абсолютная константа.
Положим ^(да) = да(да—а) и заметим, что вне круга {|да|^1 -г|г|} 

для любого фиксированного г£С функцию / можно разлагать в ряд 
Лорана —Якоби по степеням полинома £(да):

ОО
/(г, го)= 2 а„(г, 

п֊0
коэффициенты которого

а„(г, те>)=— С/(г, 
2« 1 r| — w

К|-։+1*1

(2)

(3)

являются, очевидно, голоморфными функциями во всем пространстве

Оценим |ял(£, «’)| с учетом того, что |/|<С^2 и 

15



Հ— №

в области Ս.
Из (3) следует, что

\ап(г, сс'| <С3(1 4֊|г|)2л( 1+|‘^|). (4)

Следовательно, по теореме Лиувилля, ап(г, и՝) является многочленом 
степени ^2п по г и степени по ге\ Уточним теперь оценку (4) при 
|г|<^е. Тогда из (1) имеем |ср(^г)—а|<^Се3, т. е. / голоморфна вне лим- 
нискаты а)КСг3. Таким образом, в формуле (3) при |г|<^е ин
теграл можно брать по лимнискате |^(^)| = Се3. Пусть, далее, С(е) = 
= тпах[/| на этой лимнискате. Тогда, очевидно,

|ал(г, ^)|^С(е)(Се3)л(1+Н).
По неравенству Бернштейна —Уолша во всем С2 имеет место нера
венство

/1 |շ| \ 2я|а„(г, то)|^С(г)(С;3)'1( ■ ■-) (1փ|®|) =
\ е /

= С(е) • (Сг)п(1 + М)2л(1+|®|)-
Таким образом, для общего члена ряда (2) получается оценка

п

из которой следует, что ряд (2) равномерно сходится в области
|£(ад)|>С4 • г • (1 +|г|)2.

Ввиду произвольности е^>0 функция / голоморфно продолжает-
ся в С2\{^(,ш) = 0}. Возвращаясь к старым переменным, получаем,
что исходная функция голоморфна в дополнении к алгебраическому 
множеству в С2. Так как на каждой прямой |к|<г это мно
жество имеет лишь одну точку, то (см. (5)) степень этого множества 
равна 1, т. е. множество особенностей /—линейное.

В заключение приношу глубокую благодарность А. А. Гончару 
и Е. М. Чирке за помощь в работе.
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Մ. Վ. ՂԱՏէԱՐՅԱՆ

Աււանձնանատուկ եզակի կետերով ֆունկցիայի նոլոմորֆ 
շարունակելիության մասին С''-ում

Հո տվածում զիսւարկվում են Օ,ո, 1 տարածության որևէ տիրույթում
հոլոմորֆ ֆունկցիաներ, որոնք րստ փոփոխ ականներից մեկի, հոլոմ որֆ շա
րունակվում են համապատասխան կոմպլեքս հարթությունում, բացառությամբ
միակ եզակի կետի։

Ստացված է այդպիսի ֆունկցիաների եզակի կետերի բազմության ան ա -
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լիտիկո^թյսւն մասին թեորեմ, որր Լևիի դասական թեորեմի ընդհանրացումն է ։
Հիմնական թեորեմը կոնկրետ տիրույթի դեպքում պնդում է, որ այդ

պիսի ֆունկցիան կարելի է հոլոմորֆ շարունակել ամբողջ (2* տարածու
թյուն, բացի որևէ գծային ֆունկցիա յի զրոներից։
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