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В п. 1 рассматриваются потенциалы Рисса и'+ (0<а</л) в /л-мер- 
ном эвклидовом пространстве R"1 (/л^З) и потенциалы Грина ик в 
единичном /л-мерном таре О"2 (т^2). Показывается, что функция 
вида где <в>0 задается борелевской мерой р, имеет предел по 
некоторому фильтру, элементы которого определяются условием типа 
критерия Н. Винера (’) для иррегулярности точки в задаче Дирихле. 
Полученные теоремы содержат, усиливают или дополняют результа­
ты А. Картава (2), Альфорса —Хейнса (3) и др.

В п. 2 рассматриваются функции те вида №=и—V, где //, V—суб­
гармонические в R™ или в О"' Получена оценка для функ­
ций чисправедливая вне исключительного множества, определяе­
мого условием тина критерия Н. Винера; в формулировке этой оцен­
ки участвует неванлинновская (4) характеристическая функция. С. 11. 
Мергелям (5) установил теорему единственности для гармонических 
в В3 Функций; в точном виде этот результат получен В. Рао (6). А. 
Л. Шагиняи в (;) формулирует точную теорему единственности для 
ограниченных аналитических в круге функций. Теорема 5 есть такое 
утверждение для определенных в В'" функций м с ограниченной ха­
рактеристикой.

1. Используются следующие величины. Для х =
+ ... 4-л„1)2, С(х, г) =Дс^"։: |х—;|<г}—шар радиуса 

г>0, Д"'--(|5|= 1) —единичная (т— 1)-мерная сфера, £(х, ;)—функция 
Грина В"2. Если мера О^р^С 4֊оо задана в области то число

всегда означает: р0 = р(С). Для компакта е=£0 Ж = {р: 
: зирр(н)^, р(е)=1},

С(е; £} = '«/ ! [ I k(x, )
( J J )/

еХе

— емкость е (ь); когда е — не компакт, С\е\ будет означать 
внешнюю емкость. Выбирая ядро k — k(x, Е), определим емкости са, 
cg, с2; если eG_R"։ (яг^»3), то са(е) = С{е\ |х—E|a՜"2}, если 5CDm(rn^2), 

ч г |л| 1
то Cg(e) = С{е; g(x, £)}, если tfCR2\(0), то с2(е) = qe; log — 5 п0՝

нятно, что для еС2&2 с2(е) совпадает с логарифмической емкостью.
Если р — мера в Rm (т^З) или в В™ (/п^2), то
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«՛:(*)
Н|<1

—соответственно потенциалы Рисса и Грина.
Множество (м^=3) называется (а֊) разреженным в точке 

в случае, когда ; —изолированная точка для е или когда 
£ —предельная точка для е и Я потенциал и'> так, что Нт й£(х),

х£е (8՜10). Согласно теореме М. Брело (10) е тогда и только тогда раз­
режено в когда для некоторого 0<^<Ч и еп = ^П{х : 7п+1^|х— ?|< 
<Ур} выполнено

V дп<а~т)са(еп)<Ъо;
п~ 1

условие (1) с я = 2
еСИ"' (т^З)

есть критерий Винера (1).
называем разреженным в о©, если для некоторого

<7>1 и е„ = еП{х:</я<|х|^"+1}
ОО

гСВ777 (ти^2) называем разреженным в А777 , если для некоторого 0<^
<<?<! и ел = еП (х : ?"+1^1 -|х|<4л1

V ^л(2-т)сг(е„)<^оо. 
п«1

Для = разрежено в является филь­
тром в R 777 ; .Г = {есВ777 : В 777 ^ — разрежено в Д'77} является фильтром в 
В 777 ; для £^о© предел по Зч совпадает с тонким (8՜10) пределом.

Для потенциала и (и точки ;£К"7) определим совокупность & 
монотонных функций с»^>0: 
если и — и'֊а и то

дф.(х)<О©, га- 777 со(г) I , гС(О, 1);

если и = и'^ то

о>(г) 1 , гС(1, ©о); (2)

если и = и'\ то Уи)££2и,

С Ш(И) ,4 /| ------—-— а|1(х)</эо
J (1_(х|)т-2

1х|<1

г€(0, 1);

в (2) шо^О—некоторое число.
Теорема 1. Если и = и^—потенциал Рисса в R777 (/;г^=3), 

<9^2: тО дЛЯ 5^=0©
(О
|ш(+о)«(О.

и(5) = +<эо
«(^)#= + 00

(3)11т о>( |х—=
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и для ; =
/ < < 1 * ’ <

Им <«(|х|)и(х) = 
£«

1° .
1°<оНо,

[10 = 4-ео
Ио^4-ос

(4)

Если и^—потенциал Грина в Бш (/п>2), ш(фа|д, тс

1пп ю(|х|)мИ'(х) =0.

Здесь (3) содержит теорему А. Картана (2) о непрерывности 
(квазивсюду) в тонкой топологии потенциала Ньютона; (4) получает­
ся из (3) в результате преобразования Кельвина и усиливает теорему 
Дени —Хеймана (п) (теорема 3.21)«

Следующая теорема есть аналог соответствующих результатов 
А. Картана и М. Брело (10).

Теорема 2. Если функция /:Бт֊*И1 имеет предел 5 по 
фильтру Л, то Я разреженное в множество е так, что 
Нт/(х)-=5 (|х|-*1, х^е). Множество еС2От (т^>2) с предельными 
точками на тогда и только тогда разрежено в когда Я 
потенциал Грина в О'" так, что Иш (1 — |х|)"’-1/Г1(х) = 4-ос.

И-и

Ниже [£, т}] означает прямолинейный отрезок, соединяющий точ­
ки Е, 0^/^ 1—некоторое число.

Следствие 1. Если иЛ—потенциал Грина в Бт и •

(1֊|х|)х^р(х)<ос,
Й<1

то Я разреженное в ^"множество е, Зе'стД"2, с2(е')=0, Ус^ДтЯе<гС 
СД'Л, г2(С)-0 так, что У^'(:Лгп\е\ Ут"^”1^" выполнено

ПтЛ(х)=Пт — Пт/г(х)-=0, гое А(х) = (1—|х|)т-2+>^(х). 
г-Л— 0 .г-Л

а'€[М՞]
При /п = 2 и Х=1 следствие 1 (после его переформулировки для 

случая полуплоскости Р—для этого достаточно конформно отобра­
зить Б2 на Р) уточняет (см. также (12) и теорему Л. Наим в (13)) 
результат Альфорса —Хейнса (3). При /и = 2 (и Х = 0) следствие 1 до­
полняет соответствующие теоремы М. Цудзи (14) и Дж. Литтлвуда 
(15,16). Теорема 3 показывает, что при т = 2 требование с2~0 в след­
ствии 1 усилить невозможно.

Теорема 3. Для УеСд։, с2(^) = 0 и произвольной функции 
§<р(г)^\ существуют потенциалы Грина 1Г, и՝Гтакие, что 

Ут^е Нт ^(г)//;л(г^) = Нт/2(|х|)//։х’(х) = 4-сю.
/■—►1—1) Д'—*1

2. Для функции те, представимой в виде w = u—v, где и, г՛— 
субгармонические в R™ (или в Б"'), т^2, используется обозначение 
те£Д(Р/л) (или те£Д(О"')); всегда предполагается, что и, V гармонич­
ны в х=0. Если те£Д, то

---------  I тах{те(л՜), ОИДх) +
/-/72 — 1 1

д0'гп

I ^(0, е, Б-)^(Ц

Б 7
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— характеристическая функция Р. Неванлинны (4); здесь площадь 
поверхности Д'”, г/а —элемент площади поверхности £—функция 
Грина О™ ( = С(0, г)), > —мера Рисса V. Мы используем функцию 
7ад(г) = Т(г, зд)—и>(0). Дальше £^>1, 0<С<Д—произвольные числа.

Для ®>£Д определим совокупность 2^) = {со} заданных на (1,+оо) 
или на (0, 1) функций со | , ш>0:
если у.—мера Рисса «, то Уш^Й^)

со(|х|М<1(х)<ос, И гп = а(0<Ъо;
Г—>+'*'

если ад£Д(В'л), р- —мера Рисса и, то Усо£2(«0

со(|х|)с/и(х)<ос,

И<1
Лемма. Пусть /и^2, Ти,(г) - О( 1); если -а>£Д(Кш), то г2~т£ 

£2(а/), если и'^Д(Оя։), то (1 — г)т~1 Пусть т^2, ДДг) т сю, 0< 
<Л<1 — убывающая к 0 функция, заданная на |1,-|֊оо) или на [0,1]; 
если ■те^Д(Ргп) и \г то х(кг)г2~гп(Тт(г))-'1^^ и если

и с—выпуклая, то ^(г)( 1 — Г^(г4-6( 1 — г)))~1^2М.
б'Ск՞1 (т^2) называем (*)-разреженным в сю, если для некото­

рого б/Д>1 и еп = е(~] (х : <7'1<И<Д7Л4՜1)

л = 1
(5)

£__Вт (т>2) называем (*)-разреженным в Д'”, если для неко­
торого 0<^<Ч и еп = еП{х • <7л+1^1 - |Х1<ЛП}

г՜՜՝

Согласно лемме 5.5 из (ь) при (5) равносильно неравен­
ству с2(г)<Ъс.

Теорема 4. Если до^Д^'"), /д^=2, то Я (*)-разре)/сен-
ное в сю открытое множество е^ьЕ^Я™ так, что для некоторой 
постоянной 0</?шл<ос

11т о)(/?|х|)'ш(х)^—си,,^и>.

Если ^£1(0™), 
крытое множество 
0<^с<у<о<^оо

т^2, то Я (*Уразреженное в &П1 от- 
так, что для некоторой постоянной

Пт о)(|х|֊]-0( 1 —|х|))^(х)>—г։о.05ш.

Оценки для функций ъи, в которых исключительное множество 
описывается в метрических терминах, см., например, в (17Д8). Из до­
казательства теоремы 4 можно заметить, что е.и^ есть объединение 
открытых АПСВ,П таких, что
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I п-+ЬтՈ 1
1—inf||x|:

I — sup{|x|: x£Ln}n

такие множества рассматривались в (19).
Теорема 5. Пусть •о/£А(В'л), /л^2, Ти.(г) = О(\) и есОт не 

разрежено в Д'"; тогда если

lim (1 —|x|)m-1w(x) = —оо, то w=—оо. 
URI-О

Х£е
(6)

Требование о неразреженности в Дш множества е в (6) неулучшае-
1 —Ы2мо (см. теорему 2); пример функции Р(х, ;)—------(;£ДШ, Р— яд-
|х—с|гп •

ро Пуассона) показывает, что когда е находится в области Штольца
€ вершиной с, то в (6) указан точный порядок убывания. Гипершар 
О"7՜1 не разрежен в Дш; произвольный треугольник из В3 с верши-
ноп в Д3 не разрежен в А3.

Автор признателен академику АН Армянской ССР С. Н 
Мергеляну за внимание к работе.
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Ա. Յա. Շ1ԱՎԵՐԴՅԱՆ

Վիների հայտանիշը և գնահատականներ պոտենցիաների 
և սուըհարմոնիկ ֆունկցիաների համար

'Ւ ի տ ա ր կվում են Ռիսսի Ա = պոտենցիալները R™ 0<Հ«<Դո)
էՈ—չափանի է վկլի դլան տ արածուիմ լունում և ^րինի 
Dm (да>2) միավոր գնդում։ Ցույց է տրված, որ 0)Ц 

տեղ որոշվում է բո րե չլան չափով.

են9Ւ ա լներր
տեսքի ֆ ունկցի ան, որ֊ 

ունի վե ր չա վո ր սահ֊

U = Ա

հ ա ց աո իկ բադմnt թլանը որոշվում

է Ղիրիխլհի իւնդրտ մ կետի իոեդու չլարութլան համար ՝Լիների հալտանի շի 
տիպի պայմանով։ Այդպիսի բա դմ ոէ իժ յուննե ր ի ց դուբս ստացված են դնահա֊ 
տ ականներ ^Ո1֊ում կամ Հյ,ո֊ում սուրհարմոնիկ ֆունկցիաների Տա մ ար:
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