
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

 , - ■ ■ .... _ к ■ . ■■■■ - ■ ■ ■ _■ .......................- ■ —   ■ —

ЬХХУ 1982 5

УДК 517.91

МАТЕМАТИКА

Т. Н. Арутюнян

Обратная задача для системы Ирака на полуоси
с дискретным спектром

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А Александряном 3/1II 1982)

Рассмотрим каноническую систему дифференциальных уравне­
ний Дирака

/у= — +ЬР(Г')+ЬЧ(Г') У='У. 0<г<оо,
I / ժր

(1)

где
/\ 0 
\0-1

р(г) и <у(г)—действительные, локально интегрируемые функции, обес­
печивающие дискретность спектров* краевых задач

/у=Ху, (2)
и 

/у = ду, у։(0, Х)=0. (3)

Известно (1), что операторы, порожденные задачами (2) и (3) в
пространстве вектор-функиий ճէ(0, оо; С2), существенно самосопря-
женные. Пусть {Хл}~_ _ и {ря}®___ есть спектры соответственно за­
дач (2) и (3). Через <р(г, К) и 0(г, X) обозначим решения уравнения 
(1), удовлетворяющие начальным условиям

<р։(0, Х) = 0, <р2(0, Х) = —1 (4)

(5)0։(О, Х) = 0.

Очевидно, что <р(г, Хя) и б(г, рл)—собственные вектор-функции 
соответственно задач (2) и (3). Квадраты норм этих собственных 
функций обычно называют нормировочными постоянными. Монотонно 
возрастающие функции

₽(>) с(А)И

называются спектральными функциями задач (2) и (3) соответственно.
В работе (’) доказано, что по спектральной функции р(Х) можно 

однозначно восстановить потенциал (?(г)«а1р(г)4֊а3^(г) канонической

---------------- ։1 ,‘Г
•Достаточные условия дискретности спектра задач (2) н (3) приведены в (>).
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системы Дирака, т. е. решена так называемая обратная задача по 
спектральной функции.

Мы докажем следующие теоремы:
Теорема 1. Пусть коэффициенты р(г) и <?(г) удовлетворяют 

условиям:

0<Р(0)^Р(г)^Се1‘', а>0, /’(г։)=ер(г.) при Г1<гг, (а)

(Х?(г։)<?(г,) при г^Г'. (б)

, Тогда

1՝п Рл РЛ 'кЛ

/и. е. р(Х) (а следовательно и С}(г)) определяется однозначно по 
двум спектрам.

Аналогичная теорема для уравнения Штурма—Лиувилля на 
|0, оо) доказана в (3), а для канонической системы Дирака на 
10. ^]— в («).

Теорема 2. Пусть р(г) удовлетворяет условию (а), а ц(г)~ 
=0. Тогда рл« — и

М֊֊Р֊л

т. е. р(>) (а следовательно и восстанавливается однозначно 
по одному спектру (как по рд}^, так и по {рл}**)-

Более или менее близкий аналог этой теоремы для уравнения 
Штурма—Лиувилля на [0, оо) автору неизвестен.

Если через ип(г) и ъп(г) обозначить нормированные собственные 
вектор-функции соответственно задач (2) и (3), то, очевидно,

= «ЦО) +«Ц0) = иЦО) -
1 I - 1Д 1ЖЖ г

2
ап

(7)

1М0)|*=ф:.(0)+фЦ0)=®Ц0)- (8)
Оп

Из этих соотношений видно, что задание значений (|Цл(0)|||^л и 
Р՝л|!\ эквивалентно заданию спектральной функции р(л) и, следова­
тельно, по этим двум последовательностям однозначно восстанавли­
вается (?(г). Можно ли однозначно восстановить р(г) по {|'Цл(0)|*}~х 
и {Рл}*в, т. е. по спектральной функции ар)? Положительный ответ 
на этот вопрос дается равенством 

из которого видно, что, зная а(к). мы можем, обратив интеграл 
Стильтьеса, однозначно определить р(Х), так как асимптотика р(Х) при 
Х-±ею известна (см., например, (5-в)). Т. е. верна

Теорема 3. При условиях (а) и (б) потенциальная матрица 
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0(г) однозначно восстанавливается по спектру и значениям в ну­
ле нормированных собственных функций задачи (3).

Возможно, эта теорема представляет интерес потому, что значе­
ния „волновой функции* в пуле, как и спектр, есть „наблюдаемая* 
физическая величина (см., например, С՜9)).

Наметим коротко доказательства приведенных теорем. Обозна­
чим через

н(г, Х) = с1().)<р(г, Х)4-с,(Х)0(г, X)

решение уравнения (1), принадлежащее А2(0, оо; С1) при (су­
ществование такого решения следует из теоремы 2.1, (։), с. 232, ана­
логичной известной теореме Г. Вейля для уравнения Штурма—Лиу­
вилля). Из (4) и (5) следует, что с1(Х) = —«2(0, X), г2(л) = н1(0, X), 
поэтому запишем

о(г, Х) = —ы2(0, Х)?(г, Х)+«1(0, Х)6(г։ X)

и рассмотрим функцию

/?(Х) = цДО, X) 
ц2(0, X) ’

Очевидно, что нули функции /?(Х) образуют спектр |Х„|1Е зада-
чи (2), а „полюсы* — спектр задачи (3). Так как обе задачи
самосопряженные и имеют чисто дискретный спектр, то /?(Х)— меро-
морфная рункция. При этом из легко устанавливаемого соотношения

1ш/?(Х)=1тХ-

\и(г, Х)|^г

|«2(0, Х)|»

следует, что /?(Х) „вещественная* (т. е. 1гп/?(Х)=О при 1тХ=0) и 
переводит верхнюю полуплоскость в верхнюю и, следовательно, для 
нее имеют место известные представления (10)

/?(Х)=аХ4-Ь+у д/—— — —\ (10)
А62 \Н*”"А НМ/

где а^О, 1т 6=0, Д^О; и

/№=с—^П' (։-֊-¥։-— V. (Н)
Х~Но мег \ **/\ Н* /

где с>0, а штрих при бесконечном произведении означает, что про­
пускается множитель с номером 6 = 0. Кроме того, нули и полюса 
/?(Х) все простые и перемежаются, причем

1ч<х^<н*+ь х_ 1<о<д*>
(мы будем предполагать, что Хо^о, р.о^֊О).

Рассмотрим также ункцию

1 _ 0,(0, X)
/?(Х) «։(0, X) ’
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которая как и /?().) переводит верхнюю полуплоскость в верхнюю и, 
следовательно, допускает представления

1
/?(Ч

л'Х+^'+у д.

где а'^0, 1т Ь'=0, Д^О; и

1
/?(>•)

—^*П' (13)

где с'>0. В дальнейшем важную роль играет
Лемма 1. При условиях (а) и (б) имеют место предельные 

соотношения для действительной и мнимой частей функции /?(Х) 
При ). = /}!

Ит Ке{)} —0, 11т 1т{/?(/^)}= 1.
р.—»ао

В частности, Пт |/?(*р)|= 1.
н—* 4 * £

Используя лемму 1, представления (И) и (13), а также соотно­
шения 

получаем равенства (6) и

—!— п ^±1^-".

|*л—лл-1 *62 ' *—|Ал

Так доказывается теорема 1. » -
Для доказательства теоремы 2 достаточно доказать, что р* = — 

—м при <7(г)==0. Это легко устанавливается из свойств матриц а*.
Для доказательства теоремы 3 при помощи леммы 1 получаем, 

что числа а и а’, участвующие в представлениях (10) в (12), равны 
нулю, числа Ь и Ь՛ допускают представления

И*
1

а Л* и Д։, как легко видеть, есть вычеты

Д<>-=—Ре5/?(л)|х_и։ = и|(0. н») 1
||«(г, |1»)Р Ь„ ՝

-------, ±К0. >•*) _ ±.
\ /?(>•) / |ц(г, Х*)Р ак

Используя эти замечания, представления (10) и (12) и определения 
спектральных функций р(Х) и а(Х), получим представления
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11 — К

откуда следует соотношение (9), что и доказывает теорему 3.
Автор выражает признательность Б. М. Левитану за внимание 

при обсуждении результатов данной работы.
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Տ. Ն. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ
Հակադարձ խնդիր կիսաոանգքի վրա դիսկրեւո .սպեկտրով 

Ղիրակի համակարգի համար
Աշխատանքում ապացուցվում է, որ (1) Դիրակի կանոնիկ համակարգի 

պոտենցիալ մատրիցր, (1) և 6) պայմանների դեպ ըում, կարելի է միարժեք 
վերականգնել (2) և (3) եզրային խնդիրների սպեկտրների միջոցով (թեորեմ 
1 )։ Մի մասնավոր դեպքում նա կարելի է վերականգնել միայն մի սպեկտրի 
միջոցով (թեորեմ 2) և, բացի դրանից, պոտենցիալր կարելի է միարժեք 
վերականգնել (3) եզրային խնդրի սպեկտրալ ֆունկցիայի միջոցով (թեորեմ
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