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МАТЕМАТИКА

Д. Г. Асатрян, И. А. СафарянНепараметрическое оценивание момента «разладки» случайной последовательности
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 30/1П 1982)В связи с некоторыми приложениями возникает задача оценива­ния неизвестного момента изменения свойств случайной последова­тельности. Такая задача известна под названием задачи о „разладке*. Различные ее параметрические постановки сформулированы в (*).В непараметрической постановке задача может быть сформули­рована следующим образом. Пусть хр ..Хд’ последовательность независимых наблюдении и первые //0 наблюдений имеют непрерыв­ную функцию распределения Л(х), а последующие М—п0 наблюде­нии — непрерывную функцию распределения (7(х)֊! А(х), причем предполагается, что △А'^л0<( 1 —Д)Л/ (0<А<1/2, М>2). Требуется по результатам всех наблюдений найти оценку п неизвестного момен та „разладки" п0, состоятельную в определенном смысле.Для решения задачи о „разладке" в (2) к последовательности пар выборок х, х„ и х„+1, ..., х.у (д= [ДМ], ..[(I— А)Лф при­меняется двухвыборочная статистика Манна — Уитни Уп(п). Оценка л, определяемая из условия минимума статистики по множеству зна­чений п, оказывается состоятельной.В настоящей работе указанная задача решается с применением двухвыборочных ранговых статистик общего вида1 п / Ձ \ 

Тл(п)=- я = [Д/У|.............[(1-ДИ1,
Ո I- 1 \ /V / (I)где /?/—ранг /-го наблюдения в выборке х1։ ..Хдг, а функция ме­ток Лу(//) определена одним из следующих двух способов: (2)

А (3)Через обозначена /-ая порядковая статистика выборки объема Л из равномерного на |0, 1] распределения.Относительно У(и) предположим, что она удовлетворяет следую­щему условию теоремы Чернова—Сэвиджа (’):|/(/)(а)|<К(а( 1-«))-'—э /=о, 1, 2 (4) 160



для некоторого 0^as^l/2.Введем следующие обозначения:ЗД =-֊^ (ЗД-Л), TV— п
где “л(л)=-^-(Л.у(л)—Д), 

N—n (5)
J(u)du,

и

ею

AN(n)= С J(H(x))dF*(x),

— вс//(x)=^-F(x)+-^-G(x), /V NI F(x), п^п0F*(X)= ^/•V)+^O(x), Я>л0.՛
(6)

Заметим, что из (4) следует
Рассмотрим оценку момента ,разладки“ в случае, когда длянекоторой У(м), удовлетворяющей (4) функции распределений, F(x) и G(x) удовлетворяют неравенствуj 7[7F(x)-F(l֊7)G(x)|dF(x)<4 (7)

для любых 0<3<J. Очевидно, что при F(x)=G(x)J ^[7/:,(x)+(l-Y)O(x)It/F(x)=y4.
Множество пар (Л, С), удовлетворяющих (7), обозначим .7Подставляя (6) в (5), можно показать, что^-(ДЛ(л։)-Л),

оV п0
п N—n (ЛЛ(л0)—Л), п>пОуи, следовательно, при (F, шл(л0)= min шдг(/г).

[АЛП</1<((1-А)ЛГ]Относительно асимптотических свойств и лива следующая шЛ(п) справед
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Л А К * * * иьЛемма. Пусть Пт-—=А» (Д<к<1 — △ ), тогда для любого е^>() А’—л. МНт ^{| 1Гд(л)—шлг(л)|>е)«О, (8)
Л’-*€ЮНт &{ тах I ^л(л)—<ьд(и)|>е} = 0. (9)Доказательство. Для статистик Т\<(п) справедливо разло­жение, аналогичное (3) в виде
Тя(п) = Дд(л) +-Вк(п)+Сь'(п), где Дд(л) определяется (6), а Ву(п) и Сд(л) удовлетворяют соотно­шениям Од(л)«0,ЖВдг(л) «=51/Лг, 5։<оо, ^{|Сл(Л)|>е}<52/№-։ $,<>.Кроме того, для ункции меток, определенной согласно (2) или(3), при выполнении (4) можно показать справедливость следующих неравенств: Нл(л1)-шд(/г2)|<Х1

|^л(Д։)-ГЛ.(л2)|<^для любых 1АЛ^]^л1։ ла<|(1 — △)#(.Отсюда следует доказательствоОценку п момента „разладки“ определим следующим образом: (8) и (9).последовательности Л\, . . Ху

/г = пипл': и7дг(л')^ У/д(/г), [АЛ<]^^[(1-ДП]. (Ю)Теорема. Пусть (Л, тогда оценка (10) момента „раз­
ладки* состоятельна в смысле . ֊'>

Л-*~
Нт (11)Доказательство, щие точки с координатами ственно.

Пусть сд(/) и >}л-(0 ломаные, соединяю-( —; и (-г՜; шд(л) ) соответ-\ /V / \ /V /
Поскольку ^Л(/) монотонно убывает при —, монотонновозрастает при ^/^(1—Д)М и минимальна в точке 1а— то /Vуравнение ^(/) = т}д^имеет ровно два решения и /2, причем

</?о ^Оозначим ^1 = л։ = [£2Л/|, тогда можно выбрать 5. таким162



образом, чтобы были справедливы неравенстваВ частности, ПП11 ? Ил(Но) Л| при % =-----------------
1\1

—Ъ.у/
“о

Аналогично п0-п2

”о-”1

Nе, используя (5), получим
(^-л0)(У-л1) 
^\Ах(п0)-А\(1-Д)* (1-Д)»|Длг(л0)—Л| * |4л.(л0)-Л|

"о-"1
^.У(Я։) — 0)Л'(Ло) ։

е и

I Пусть ЭХ обозначает область, ограниченную прямой / = ^л «оН֊£։ и ломаной ^(у)(/)=т|Л(/)—^«/2.Тогда

=•#>( тах | ^л(я) —<оя(л)|<%/2

тах 
[ДЛ]<Л<((1-А)У] (п)—®,у (л) 1?>г'«/2На основании утверждения (9) леммы правая часть стремится к 1 при Л՜—>оо и следовательно, справедливо (11).Т Теорема доказана. Аналогичная теорема справедлива, когда Л(х) и С7(х) удовлетворяют неравенству, противоположному (7), если в оп- ределении (10) заменить п нал = ш1пд': ^у(/?)>^х(л), [А^<л<[( 1-Д)ЛГ1.I Рассмотрим некоторые примеры.Пример 1. Пусть Л(.т)>(7(х). Если У(и) монотонно возрастает, то для любого 0<з<Ч. следовательно (/7,<7)С>у։I Таким образом, для оценки л, определяемой (10), теоремасправедлива, если Т^(п) основана на монотонно возрастающей функ-ии 7(л). В частности, в (10) могут быть использованы статистики,основанные на степенях рангов—/(//) = и г>0, статистика нормаль-ных меток—У(ц) = Ф“։(//) (где Ф0(х) —функция стандартного нор-мального распределения), статистика Сэвиджа—/(«) = —1п(1 — «) и др.Заметим, что все указанные функции меток удовлетворяют ус­ловию (4).При У(д) = « статистика Ю'х(я) представляет собой статистику Вилкоксона, которая связана со статистикой Манна—Уитни соотно-шением 163



№„(п)= 1/л(л)+ (1 + ֊\^\ /V — 1 /Поэтому результат теоремы, доказанной в (’), следует из того, что и''л(л) и 1/А.(л) асимптотически совпадают.Пример 2. Пусть дг(Л(х) —С?(х)»0, А(0) = (7(0) = т/2. Частным случаем такого различия Р(х) и О(х) является различие в масштабе. Если Ту(п) основана на /(//) = (и —Л= 1, 2,..., то для любого 0<т<1 [7^) + (1-7)^)-1/2Ր<1/?(^)֊1/2|2/է.Следовательно, (Л, G)O у, поэтому оценка л, определяемая (10), / /V \состоятельна. При £=1 7д(м)=/(------- н\ЛЧ-1 /
известный критерий для обнаружения различия в масштабе двух рас­пределений— критерий Муда.
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Պատահական հաջորդականության «աւդակարդավոր ման» մոմենտի ոչ-պարամետրական գնահատումը
Դիտ արկվում է Չեոնովի և Սևիջի' երկու րնտրոլյթանի կարգային վի­

ճակագրությունների կիրառությամբ «ապակարգավորմ ան» մ ոմ ենտի գնա-
հատման խնգիրր։ Ապացուցվում է առաջարկված գնահատականի 
նությունր։ Բերվում են օրինակներ։

ունակ այ
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