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Рассматриваются конечные ориентированные графы (орграфы)
без петель и кратных дуг. Все понятия и обозначения, определяемые 
здесь, можно найти в (’). Орграф с р-вершинами, содержащий кон
тур любой длины /с£[3, р\. называется панциклическим и £-бирегу
лярным, если об(х) = 1с1(х) =£ для любой его вершины х. В (*) дока
зано, что если в р-вершинном сильно связном орграфе О' сумма 
’степеней любых двух несмежных вершин не меньше ՝2р— 1, то О—
панциклический, кроме некоторых простых случаев. В (3) доказана 
панцикличность (2«4- 1)-вершинных (л —1)-бирегулярных направ
ленных графов для л^8. Более подробные сведения о панцикличес
ких орграфах можно найти в обзорной статье (4). В (5) Томассен ис-

сследовал
степенью

гамильтоновость ^-вершинных орграфов минимальной
р— 1. В частности, получен результат, который частично

описывает структуру таких сильно связных негамильтоновых оргра
фов, и доказано, что если в (2п+ 1)-вершинном орграфе 6 мини
мальные полустепени исхода и захода не меньше п, то О (кроме 
некоторых простых случаев) является гамильтоновым. В настоящей 
работе исследуется их панцикличность.

Пусть О—орграф. Через У(С) обозначается множество вершин 
О, а через Е(0) множество его дуг. Для Д, Вс^ 1/(6) и х^У(О) вве
дем обозначения:

Е(А^В)^\уг^Е(С1)1у^А1 

0(х)={у€И(0)/лу€£(0)}, 

/(х)={у€ И(0)/ух^£(0)}, 

Е(А, В) = Е(А^В)ЦЕ(В^А), 

<1(х, Д)=|£({х}, Л)|.

Число е^(х) —|(](х)-|-ос1(х) называется степенью вершины х. За
пись А-+В означает, что если у£Д и г£В, то уг£Е(О). Если ССИ(0> 
и А-*В, В~֊С, то будем писать А-*В-*С. Контур длины к обозна- 

чается через Сь. Если С?!—обыкновенный граф, то 6’ означает сим
метрический орграф, полученный из Ох.
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Следующие общеизвестные простые свойства орграфов неодно
кратно будут использоваться в ходе доказательств теорем 1 и 2.

Лемма 1. Пусть С контур длины т в орграфе С) и х£У(С)\
Если с!\х. 4-1. то в содержит контур любой дли

ны Г £ [2, /и-Н |. , х
Лемма 2. Пусть Р։х1х2. . . хт, т^>2, - путь в орграфе С и 

х ' У(О)^У(Р). Если имеет место одно из следующих условий:

а) Л(х, 1/(Р))>/и+2,
б) ^(х, И(Р))>т+1 11 хх&Е(С) или хтх^Е(6), 
в) с/(х, У(Р)) >т, хх^Е(в) и хтх(гЕ{0).

то существует такое —1]» кто Х1ХХц.\ (при этом скажем,
кто путь ххх, . . . Х/ХХ/+։ . . . хт получается из Р с помощью рас- 
ши ре ни я вершины х).

Теорема 1. Пусть С есть р-вершинный сильно связный нега- 
милыпоновый орграф, в котором сумма степеней любых двух не- 

—♦
смежных вершин не меньше 2р—2. Если Ст=х1х2 . . . хтх1 длин
нейший контур в 0, то

I*. Любые две вершины из 1/(б)хЦСт) смежны, любая верши

на л-£1/(Сга) имеет степень не больше р— 1 и каждая сильная 

компонента 01, подграфа <1/(0’)х 1/(Ст)> является полным

орграфом. Более того, если орграф (/ 2-связный, то (С7)\ 1/(Ст)> 
является транзитивным турниром.

II. С содержит контур любой длины й£[2, т], кроме случая, 
когдаС֊К-ш^.

Приведем лишь схему доказательства теоремы 1.

Пусть О□=<1/(Сга)>, С2 = <У(0)^ У(Ст)> и пусть О„ О........О։
пронумерованы так, что для всех I, /, 1^4 имеет место

Е(У(О1)-У(О1))=0.
”. и ж

Следовательно, согласно сильной связности О имеем
Е( У(О0) - 0, Е( ֊> 1/(О0))=А 0.

Отсюда следует, что можно выбрать вершины иСИ(Ол։), 
ха. х,£1/(Оо), где хаи, ух^Е(0), такие, чтобы путь
хох,+։ . . . хт_]Хт имел наименьшую возможную длину р+1 и х9^=х- 
(при х9 = хт справедливость теоремы очевидна). Расширим путь 
хтх.+ 1 . . . ха с помощью вершин х9+|, ха+2, . . хв+|Х насколько это 
возможно. В результате получим, что некоторые вершины уп у։, 
£ {х9+1, х9+2э • • |, не находятся на расширенном пути.
Далее, с помощью минимальности р и по лемме 2 доказывается сле
дующее утверждение:

. ., х9+и}> являются полными орграфами;

Аналогичный результат для орграфов с минимальной степенью не меньше 
р— 1 получен в работе (5).
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1‘ = <А Л։ = Л։; для любых вершин у^ 1у։, у„ ..у4 и г£И(Оц.) имеет 
место ^(?)<р—1; й(г, 1/(б0)) = т — 1*4-1; </(у, У(С0)) = т+|» — 1 и 
и*'и(О,)^У(С»,)иПО.,) - и

Поэтому для доказательства первой части теоремы 1 достаточно 
рассмотреть случай, когда $2^2 и ^>2. Из (!) и Г следует, что 
можно выбрать такие вершины иг£ 1/(6^), и х,п х-,£|/(60),
где х31ии у1х.^Е(0), чтобы путь хьх31 1 ...х:,
имел наименьшую возможную длину ^4-1. Если О’Л> = <(ла,+։, х91
...» х,։+1Х||>, то доказывается утверждение, аналогичное утверждению
1 ' дл яподгра фов G*, и G\_ . Далее, подобным образом доказывается
аналогичное утверждение для любых (л и Сг, После этого
имеем часть структуры орграфа И и с ее помощью доказывается 
первая часть теоремы 1.

Далее, если 1/|(С?։)|^2 пли |1/((7/)|>2, то очевидно, что
—*
Сео для всех г£|2, /п|. Пусть |1/(0՝/)|=1 для всех 5]. Тогда 
по первой части теоремы 1 подграф <2 является транзитивным тур- 

пиром. Пусть {х} = 1/(6,), а ур у2, ..., уь —те вершины контура Ст, 
которые не смежны с вершиной х и пронумерованы таким образом.

’ что по направлению контура вершина у{ непосредственно предшест- 
< вует вершине у/+1 (индексы вершин у, берутся по пюй(&)). Для лю

бой вершины у/, обозначим через А 21 (соответственно Л. +։ )
—*

множество тех вершин контура С„;, которые непосредственно пред- 
| шествуют (соответственно следуют) у{ и Л2/—х, £(х—Л2/) = 0 (со- 
^ответственно х-*Ац 1, £(Д2/ + 1 -*х) = 0), и Л/, являются
I максимальными (индексы множеств А/ берутся по п10с1(2£)).

—*
| Допустим, что С, ДО, где г£|2, т— 1]. Тогда нетрудно убедиться, 
Г что для любого /£| I, /л] имеет место

|£(х-*Х/)| 4- |£(хПг_2->х)|= I. (2)*
Пусть |Л/| = Л/ и а։ = тах{а,}. 

следующие интервалы:

Для любого W1 рассмотри м

v at 4. 2/

|Пользуясь соотношением (2) и максимальностью можно доказать,

что г(?и/։ и для любого <7^Хг! имеет место

2// 4“ 2/ —*2
г = V ։ 4՜ 2/ 4՞ 1 •

Отсюда с помощью полученной структуры О' показывается, что если 

£(<{*• у։. У։, ■••• у4»/=0- ТО с,со, а если £«{х,у։. у,.....у»}>) = 0,
то 0=К* ... .
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Теорема 2*. Пусть О является (2п֊Н)-вершинным оргра
фом с минимальной полустепенью исхода и захода ^п. Тогда О 
является либо панциклическим, либо 0£|С*, £>5, £>,, +
либо

К*П,п+}^0^\Кп+/<п+1

(орграфы Въ и И. изодражены рисунке).

Набросок до к а з а т е л ь с т в а. Сначала доказывается, что С 
содержит контур любой длины г£[3, 5].

После этого доказывается, что СглСС. Для этого рассматривает

ся негамильтоновый максимальный контур Ст орграфа О и предпо
лагается, что т^2п— 1. С помощью рассуждений, использованных 
при доказательстве леммы 3 в работе (в), доказывается, что 1/(С)\ —Ф
х V(Си) = {и, г»}; иои и с!(и) ==д(у) = 2п. Затем, рассматривая струк
туру 0, показывается, что вершина и (ъ) одновременно не смежна 

—ф
двум соседним вершинам контура С2П. Следовательно, существует 
такое /£[1, /и|, что Е(и, {х,, х/+1}) = 0 и

О(п)=/(и)={г1։ х/+2, хж, •» ] }.

Отсюда получим х,)| = 2 и Ст+\ : хрих^ъ . . . х^\х^ что проти
воречит предположению максимальности т.

Пусть С2л: х։ха ... Х2Яхр х$Ц\С2П) и пусть Стф.С. Тогда очевид
но, что (1(х) = 2п и для любого /£[1,2л] имеет место

|Е(х-*хО| + |Е (х/+те_2->л)| = 1. (3)

Рассмотрим следующие возможные случаи.

Случай 1. Любая вершина контура Съп смежна с вершиной х.
Обозначим через Л11, Л42, . , ., (соответственно Ма, Пь) 

множество таких вершин контура Сгя, что х—*Л4/ (соответственно 
Л;֊->х), вершины множества /И/ (соответственно А^) составляют путь 

—ф
по направлению контура Сгя и являются максимальными. Кроме то

го по контуру Сгя непосредственно .М/ предшествуют М (всюду ин
дексы этих множеств берутся по шоб(Л)).

Пусть Л/=|^|, я1/~|Л1/|, и

Томассен в работе (’) доказал, что при условии теоремы 2 орграф в является 
гамильтоновым.
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/л1 = гпах{т }>шах{Л/}. 
1</<л к/<*

Для любого /£[1, #] рассмотрим следующие интервалы: 

//“ V щ 4- V /П/4-3, V (т/4֊л/)4-1 I.
к 1/- ։ /-2 /-։ I
I *
Нетрудно убедиться, что и для некоторого $£[2, 6] имеет

К /—■ 1
место

т =

После этого рассматриваются отдельные случаи т^2 и тх— 1 и по- 
—*

называется, что СшсЮ, а это противоречит предположению.

Случай 2. Существует вершина х, контура С.л, которая не 
смежна с вершиной х.

Не нарушая общности, можно предполагать, что 1=2п*=р,

Отсюда и из (3) следует, что т— 2^р~к—-я 4-I. 
—*

I Далее, по предположению и лемме 2 доказывается:
R 2е. Для любых $,/, где р—к—условие ххХ/£/Г(О) 
имеет место тогда и только тогда, когда / = $4-1.

I Из этого утверждения в частности следует

-^3’ • • •» Хв + |})— Ж—I » Хр—*, . . Ар—2}—♦ — 0.

Пусть Р: х/։х/։^1 . . . хр_Л_1 Хд_*, где ]х = а. Предположим, что 
существует путь Р(-\: х^х^՜^ . . . х/._1+л։_3 , где х>2. Если 
//_14֊л?— З^р — /г—т+2 и существует такое Л£[//-14-1, 3).
что хху^£(О) и ххц_$Е(О), то рассмотрим путь Р։: Х/.х//+1 ... х/։.^т_3 
(числа / берутся по возможности максимальными). Пусть (г—1) —
максимальное количество таких путей Р,

что путь Р покрывается путями Рр Р2, . . ., Рг, а если 
<^р—к —ш-рЗ, то путь Р не покрывается путями Рп Р . . Рг. За-
метим, что любой путь Р/, имеет длину т—3.

Рассмотрим следующие подслучаи случая 2.
Случай 2.1. Путь Р покрывается путями Рх, Р2, . .
В этом случае помощью леммы 2 доказывается, что

Отсюда следует, что т является нечетным. Значит для контура 
ххгг2 . . . ар_! х имеет место подслучай 2.1. Поэтому
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1л}. *{Л1» Хр_1}-{Х},

Далее, аналогичным образом получим л։, х4. . . A*p|^>)=0t

сОс(/Шя+1)*.

Случай 2.2. Путь Р не покрывается путями Рр Р2, ..., Рг.
В этом случае снова с помощью специальной конструкции ор

графа О показывается существование контура длины т, что проти- 
—♦

воречит предположению Стфв.
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Ս. Խ. ԴԱՐՈեՆՅԱՆԵամա |ա1|սւն երկարությամբ ցիկյերր մեծ կիսաասւոինաններու[ կողմնորոշված ղրաֆներում
Ապացա դվա մ է հետևյալ պնդումները.
Թեորեմ 1. Դիցուք G հանդիսանում Լ /7>ղաղաթանի ուժեղ կապակցված ոչ համիլաոնյա(1 կողմնորոշված ցրաֆ, որում ցանկացած երկուոչ կից ղաղաթների աաոինան ների ղումարր /2—2: եթե (7-ի մտք- սիմայ երկարությամբ կողմնորոշված ցիկլ ե, պ ա ՝
1- Сгп'Ь^ .'պատկանող ցանկացած երկու ղաղաթներ կից են; (?ա-ին —*չպատկանող ցանկացած ղաղաթի ասաինանը p—1; VZ(G) \ V (Ctj)^>-իցանկացած րիկոմպոնենտ հանդիսանում 1. լրիվ կողմնորոշված ղրաֆ: թացի դրանից, bpb G 2-կապակցված է, ապա* <Հ |/((7)\V(Cm)^> հանդիսանումԼ ւորանղիսւիվ մրցաշար:
2. G պարունակում ե ցանկացած k, երկարության կողմո-թոշված ցիկյ կամ G = K |р||р|ч1- , «

Թեորեմ 2. Դիցուք G հանդիսանում I. (2/1 վ- 1 )-դադաթանի կոդմնո-րոշված ղրաֆ: Եթե G-ի ցանկացած դւսդաթի կիսաաստի նաններր /7, ապա՝
G հանդիսանում k պանցիկլիկ կամ G£{C Dlt \(К„иКя)+^\

որտեղ՝ Db և D- կողմնորոշված ղրաֆներր ցույց են արված նկարում:
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