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Л. X. Харпер в ряде работ (напр. (։'2)) отмечал полезность ми­
нимальных нумераций „решетчатых“ графов для некоторых задач 
теории кодов. В частности, в (2) рассматривается двумерный тор (де­
картово произведение двух простых циклов) и изучаются некоторые 
свойства его .минимальных нумераций. В (3) находятся минимальные 
нумерации двумерной решетки (декартова произведения двух прос­
тых цепей) и доказывается, что они являются минимальными и для 
тора. 9

Естественным продолжением этих работ предполагается исследо­
вание задачи для двумерного цилиндра (декартова произведения 
простой цепи и простого цикла). Этому вопросу и посвяшена настоя­
щая работа. Все не определяемые в работе понятия можно найти в 
монографии (4). 2

Пусть О(Х, и)—граф со множеством вершин X (|А'| = Л/) и мно­
жеством ребер (У. Каждое взаимно-однозначное соответствие у: Л-* 
֊>(1, 2,..., ЛГ| называется нумерацией графа О, а <р(х) —номером 
вершины х. Пусть Фо—множество всевозможных нумераций графа 
С. Числа I

£,(0)=2 !?(■«)—<р(у)|.

/?(0) = ш1п ’

называются соответственно длиной нумерации ср и графа 6. Нумера­
ция <р0 называется минимальной, если £^((7) = I

Пусть X', X"—непересекающиеся подмножества множества X. | 
Обозначим через с1(Х', X ) число ребер, один конец которых при­
надлежит множеству X', а другой —X". Обозначим (1(Х')֊с1(Х',Х^ | 
\Л') и ср0[/, £] = (<р-1(/), <р“1(/֊Н), ..., ср~1(/г)|, где В
дальнейшем в случае полной ясности индекс О при записи <р0|/, £| 
будем опускать. I

1 раф со множеством вершин 1т,л = {х/,/}/ег^ назовем двумерным | 
/€1л I

цилиндром (обозначим через С/л*л), если вершины х/.у и х*,/ смежны 
тогда и только тогда, когда либо / = £ и |>—/|=1, либо и И—к\~ 1

( 1 I
1т—1. I
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Пусть Л, 1^т и 1^5 Обозначим

$</</}/*</
1{хи€1’, п//€ Мях/ + 1, Л-1; 5</«£/}/ £>/.

Множество назовем у'-ым циклом, а первый и л-ый циклы— 
соответственно левым и правым рубежами цилиндра.

Определение. Множество Л’С21,Я'Я назовем сжатым относи­
тельно левого рубежа (правого рубежа и вершины Лы), если из 

следует 1({сХ (соответственно — Г/уСХ и 1'։{сХ).
Определение. Множество Хс1тл назовем циклически сжа­

тым, если для каждого непустого множества (/<1, ^--порож­
денный им подграф есть простая цепь либо цикл.

Теорема 1. Если ф—минимальная нумерация, то для любого 
/г£1, тп- 1 множество <рст>л|1, циклически сжато и сжато от­
носительно хотя бы одного рубежа.

Идея доказательства теоремы заключается в следующем. Берет­
ся произвольное множество ХС1тл и преобразовывается („сжимает­
ся*) в множество Хс1тл одинаковой с X мощностью, которое цик­
лически сжато и сжато относительно хотя бы одного рубежа. Затем 
доказывается, что д(Х)^-с1(Х), притом равенство имеет место тогда 
и только тогда, когда X также обладает указанным свойством. Из 
(։) известно, что для любого Лг-вершинниго графа 6 и его нумера­
ции ф

л*
Е>АС) = 2</(ф0[1, Ф- 

1-1
(П

Из равенства (։) и из произвольного выбора множества X легко 
вытекает справедливость предложения.

Определение. Нумерацию <р£Фс*։.я назовем циклически сжа­
той (сжатой относительно левого рубежа, правого рубежа и вершины 
-Т1.1), если для любого *0, тп множество «[!,/] циклически сжато 
(соответственно — сжато относительно левого рубежа, правого рубе­
жа и вершины Л։д).
I Сжатость множеств и нумераций относительно остальных вер­
шин рубежей определяется аналогично.
I Теорема 2. Существует минимальная нумерация, сжатая 

относительно вершины Хи.
Г Схема доказательства теоремы следующая. Рассматривается 
произвольная минимальная нумерация <р. По предыдущей теореме она 
сжата относительно хотя бы одного рубежа, пусть левого (если ? 
сжата относительно правого рубежа, то вместо ф берется нумерация 
ф : ф(х/.у) = ф(Х/,я_;+1) которая, очевидно, сжата отно­
сительно левого рубежа и минимальна). Далее рассматривается нуме­
рация <р» сжатая относительно вершины Х1д; такая, что множество 
номеров вершин каждого цикла при и совпадают, и показывает­
ся, что Е^(Ст п)'^Е^(Ст п).
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Замечание. Для каждой вершины рубежей существует сжа­
тая относительно нее минимальная нумерация.

В остальной части работы описывается класс минимальных, 
сжатых относительно вершины л*г,։ нумераций.

Определение. Подмножество вершин X' графа О(Х, 47) на­
зывается сплошным при нумерации (см. (3)), если тах<р(х) —

— тп1п<р(х) = |Х'| — 1. 
лб-Г

Если подмножества вершин X', X" графа 6՝(Х, 47) сплошные
при нумерации и min <f(x)-֊max ?(х)-|-1, то этот факт 

х£Х"
запишем

Г 
в следующем виде: Х"*-Х'. '

Пусть а, а, Ь, Ь — произвольные натуральные числа, удовлет­
воряющие условиям:

а-\-а^п\ шах|а, а\ тах{6,
п

Зафиксируем две нумерации — фо = ?о(«» а) и фо = Фо(^> £) графа

Нумерация <р0 задается следующим образом:

1) сжата относительно вершины Х1,ц

9) Г.’Л.Й^. 1л։-2а.а<_|т.а . \т,п֊а . Г2а,п |/п —2а,п 
2« + 1,л—а+1

/И t fl е
т — 2а + 1.л—а +1’

3) для каждого 4^1, а множества 21.1 W-l.i Im,I
ri » ՛։,։ » ‘л-з/4-2,1

Фо 
сплошные, причем ЩтН՜՜1 —Е*;՜1՛' либо |/л —2/+2,/—1 

/п-21 + 2.1
Ф» . Ф»
<_ |/п./— I т Im.I

т—21+3.1 m—2i 1-2,1 либо
Фо фр

/Л—2/4-2,/Г/л,/—1 Г/л./
т-2/4-2,1 /л-2/+3.1 |т-2/4֊3./ ’

4) для каждого 4£1, а множества . ., 1?м1’л , Р։ л 1л-/4֊!’ 1Л-/ + 1» |/П-2/ + 1л-/ + 1»

|2-2<+։.я֊/+1 сплошные, причем 1К'֊’" .... либо

и либо

nt—2i + 2 ,л 
т-21+2.п—/ +

1л|,л—/4-1 
/л—2/+Зл—/4֊

5) для любых 2а+1, т-2а-1 ,/£а+1, n-a-l, k£2a +1 ,т-2а-1

Фе
ImJ+1

։./ ‘1,7+1

р.л _ Р+1.Л _
к.п—а^Х Ч+М-а+Г 

Нумерация Фо задается следующим образом: 

1) фо сжата относительно вершины х^ц
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г Ш У о
2Ь.Ь \2b.n—Ь |2й,л . |/п—2д.л 1ш,6 _ . |/п.л-6 "1/л п
։.։ ։.*»♦• 1|,л-*+1 *26+1.1 ^-^ + 1,11^_2й+1^+1 |т-2б+1.я-5’- ։»

3) для каждого 7£1»& множества

фо
сплошные, причем Г^’7-1*֊ лн$°

%
2<-2,/. |2/֊։./
I./ *22—1.1» И

21-2.Л
1 .л — I +2 либо 21-1, п 

2/-1,л-/ + 1»

4) для каждого 1£\,Ь множества 1«1ги1д. 1^,.,, 1^я+1.я_(+1։

•т-а-Ил-м ■ сплошные, причем 2.Л^2։+2։, либо

т'в т'о гф
]т—2/+2./Тл։./ —1 «_ рп / .. 1«,д-/+1 ,_1т-2/-2.л 1։.ЛП*/71-21+2,1 1я։-2/+3,1 1т-21+3,И и 1л«-21+2.л-/+Г 1 .֊2/ .2.1-/+2 ЛИОО

'тЧ
Тл։—2И2.л -Тл», л—Л-1
' т—2/ + 2.Л—/ + 1 */л ֊ 9/4-3,л—*4-1»

5) для любых 4^4- 1,л — Ь — 1, )^2Ь-\-1, т-2Ь- 1, (г^Ь-\֊\уп—Ь— 1

Нумерации <р0, % изображены схематично соответственно на рис. 
1, 2. На этих рисунках множество вершин, лежащих на каждой 
стрелке,—сплошное, причем помеченные кружком вершины принад­
лежат одной из смежных стрелок. Направление стрелки указывает, 
естественно, на порядок нумерации вершин, лежащих на этой стрел­
ке. Оно гарантирует сжатость нумераций относительно вершины Х|.ь

| Рис. 1. Рис. 2.



Теорема 3. Нумерация <р, сжатая относительно вершины 
х։л, является минимальной тогда и только тогда, когоа

<р0(л, а)/т^2п—\
Ь)!т^2п

при следующих значениях а, а, Ьу Ь\

2т — 1—V2т2—2т 4- 1
4

2т 4-3—У2т1-2т-\-1 
4

4л —3—Уил2—8л4-1
4

4л 4-1 ֊У8л2—8л4-1
4

(2)

(3)

Замечание. Основываясь на теоремах 1—3 и на соотноше­
нии (1), можно построить полное описание множества минимальных 
нумераций двумерного цилиндра.

Теорема 3 доказывается через ряд утверждений, в каждом из 
которых устанавливается некоторое необходимое условие минималь­
ности нумераций, сжатых относительно вершины хи. Затем доказы­
вается, что условие одновременного выполнения указанных условии 
для минимальности нумераций, сжатых относительно вершины х։.։, 
является достаточным.

Общая схема доказательств указанных утверждений следующая: 
утверждение предполагается неверным и, опираясь на сжатость (а 
также на минимальность) нумерации и на условия данного утверж­
дения, отыскиваются два множества вершин, которые находятся в 
противоречии со следующей леммой из (3).

Пусть X' некоторое подмножество вершин ^вершинного графа 
О и п11п?(х) = /, тах<р(х) = £ при некоторой нумерации <р£Ф0. 

Обозначим: Я

1
Н'1

?[1. /-1])

.1емма. Если у—минимальная нумерация графа О(Х, и), а

X', Л"сА՜, А"Г]Х"=0, сЦХ', А"')=0 и Х"^Х', то

Формула для вычисления длины двумерного цилиндра следую 
щая:

R / о \Е(Ст п) — — —֊ а34֊2(2т4-1 )«* — (т* 4- 3/л—— +тп(т+2) — 2л — т
\ 3 /

при т^2п — 1, и

8 / о \
Е(Ст'п) = — -—£34֊2(4л — I)/?2— ( 4/^2-------р4-л?л(2л4-1)—2л—т

3 \ 3 /
при т^2п.
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Заметим, что как в (2), так и в (3) нижние и верхние оценки 
а и Ь „почти всегда“ совпадают. При несовпадении же они отлича- 
юатся на единицу, и нет разницы, какие из них взять как значения 
для а и Ь.

Республиканский информационный вычислительный центр (РИВЦ)
Министерства здравоохранения АрмССР

Դ. Լ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ
նրկչսւփ րյլանի մինիմսւ| ճամարակալումնԼրը

Դիտարկենք А^А^ —.V) ղազախների բազմու թլամբ G պրաֆըէ Ամեն

G ր](1ա
/V [ փո ի։մ իարժ եք համապատասիւանո։ իքլուն կոչվա մ է 
ԼՈէմ 9 և համարակալումը կոչվում է մինիմալ, ե fd ե կիդ

դադարների համարների տ արբե րուքժ քունն ևրի բացարձակ արմ եքների դո։ * 
մուրը ամենափոքրն է (նշված մինիմալ դամարը նշանակենք ով )։

Աշխաս։ա րԿՎ ում է Ст,п երկ չափ ւյլանր' П1 երկարս։ իք լամբ
պարդ ՅՒհւՒ և րկարութ լամբ պարդ շԱ[^ա(ի դեկարտլան արտադըլալը և
ն կ ա ր ադ բվում է նրա մինիմալ համարակալումների դուսը։ 
E[Cm՝n)֊ի հաշվվման բանաձևը։
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