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О наилучшей оценке тейлоровских коэффициентов функций
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Классам аналитических в единичном круге функций посвящены
многочисленные исследования, 
введенные ЛА. ЛА. Джрбашяном 
<Հօօ), обладающие свойствами

Среди них важное место занимают 
общеизвестные классы Аа ( — 1<з<

о

где До=А — известный класс А. Островского.
Класс Да ( — 1<^а<оо) определяется следующим образом.
Обозначим через Да ( — 1<^а<^оо) класс аналитических в круге

շ|<1 функции /(г), удовлетворяющих условию ((Ղ с. 655))

Տսթ 
0<г<1

1п|/(ге'*)|(1<р

’де
Р-«1п|/(г^)Н | /)-в1п|/(ге/?)| при £>~։1п|/(ге'9|^0

0 пои £>-®1п| ք(ге‘’)1=с0,
£)•—интегро-дифференциальный оператор произвольного порядка в 
Смысле Римана—Лиувилля.

Класс Д. ( —1<Л<3») совпадает с множеством функций /(г),
которые в круге |г|<4 допускают представление вида ((։), с. 655))

/(г) — зь) ехр —
2т:

(1)

где

есть произвольное сходящееся произведение М. ЛА. Джрбашяна,

փ(0) — вещественная функция с конечным полным изменением на
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| —", -], Х>=0—любое целое число, 7—любое вещественное число, а 
~ 1

к а = а V ----------- .
п-1 п(п-х-л)
Целью настоящей статьи является получение оценок для тейло

ровских коэффициентов функций класса Аа ( —Отметим, что 
для функций класса А = А0 известны ((2), с. 151)) оценки тейлоров
ских коэффициентов, полученные С. Н. Мергеляном:

|ал|^ехр{2/ся (1+<?( 1))}, я-*-}-оо.

Поскольку ЛасД0 ( — 1<а<0), то оценки С. Н. Мергеляна верны 
также для функций классов Аа ( — 1<^а<^0), которые, естественно, не 
могут быть точными.

В данной статье устанавливаются оценки для коэффициентов
тейлоровских разложений для функций любого класса Да( — 1<а<0) 
в зависимости от я и приводится пример функции, для которой эти 
оценки улучшить нельзя.

Основным результатом данной статьи является следующая 
Теорема. Если функция

/(г) = V апг", 
Л •= О

Н<1. (2)

принадлежит классу АЛ (—1<^я^0), то имеет место оценка

|<?л|^ехр '1\2/ га(1 Т-а)я* ’1 (1 + о(1))1 «֊►+©©,
1*-Н V (3)

где с*—некоторая положительная константа и эту оценку улуч
шить нельзя.

Для доказательства этой теоремы докажем следующие леммы.
Лемма 1. Если /(г)£Лв ( — 1<^я<0), то для нее имеет место 

о цен ка

М7(г)<ехр | 0<г<1,
[ (1— г)*+* )

(4)

где М/(г) = тах |/(^/6)|, са—некоторая константа, зависящая от ч. 
0<0<2к

Пусть — 1<а<0, тогда, обозначив,

Л(г) = £а(г; гДехр

из (1) и (5) получим неравенство

Ж/(г)^СМг(г), 0<г<1, (6)

где С—некоторая постоянная.
Из представления (5) следует неравенство

ТС
|/г(2)|^|5.(г; гк)|ехр1-!֊ Г |5<.(е-,։г)| |«/]>(в)||> 

I V /— тс
причем известно ((3), теорема 2), что при — 1<я<о 
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[&(?; гл)|<|50(г; ?*)|<1, |г|<1, (8)
где

50(г; д*) = п
Л -1 \-ZkZ

|г*|
г*

произведение Бляшке.
Из (7) и (8) следует •

где

—т:

откуда в силу (6) вытекает оценка (4).
Лемма 2. Для любого р£(0, 4-оо) предел выражения 

ст £ с" ₽Лг(РА?֊Ы) ... (Р^л-п-!)
/Г п+1/21

(9)
п\

равен нулю при /г->֊}-оо.
Доказательство. Воспользуемся соотношением между сред

ним арифметическим и средним геометрическим

л —1

П (?* + и)^
т~0

~ п — 1
у (?/г + эт) 

/тг «=֊ О

п.

<(?*■+«)"• (10)

Из (9) и (10) следует, что
ОС гг

Воспользовавшись формулой

/г! = /2т.к (—

п\ п\

Стирлинга

Г2Л Л^й.

.к

к1

п

для значения 5^ имеем п

^+1)" у (££11 / (ЖД_ у (се)* (Р+1)я д„у /сеу 
п1 ь“я+1 п\ ь“л+1 пк-Л п\ Цл+\\п)

Из этого неравенства следует, что при п>се имеет место неравенство

5(3)<(Ё+Чя_ . 
п\ п—се п\

где /У = се(1+Р).
Отсюда вытекает утверждение леммы.

Лемма 3. Если

,(3) = СУ_ . Г(РН-л) 
‘*'л А! ՛ Л!Г(Р*) ’
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где с и ^—положительные числа, не зависящие от и и /г, то

>(» = тах 7<«-ехр1-&^1э+։У7₽Р(14-о(1)], л-+оо. (12)
П Л-1.2......л I ? Г ]

Доказательство. Прологарифмировав выражение (11) и 
воспользовавшись формулой Стирлинга 1пл| = л1пл—л 4*О(1пл), получим

1п ~<з> =/г1пс4-1пГ(₽/?-|-л)—£1п£4֊/г—О(1п&) — • /1
—л1п«4֊л—О(1ил)—1пГ(^). (13)

Используя асимптотическое представление Г(г) ((4), с. 124)), можем 
написать

1пГ(?/г4-л) = (р/г+л)1п(^4-л)—(^4-н)+О(1п(г^4-л)),

1пГ(^) = ^1п₽£-^+О(1п?*). (14)

Из (13) и (14) следует, что
1п =£1пг4ДЗ&+л)1п(3/г4֊п)—&1п£ + /г—л1пл —р£1п?£4-О(1пл).

Л V Л (15)

Оценим максимум функции

Ф(дс)-1п^>я,
Поскольку

/(х) = 1п С4-Р!п(?х4֊л)—1пх—?1п0х,

Ф"(*) = -
0х4-(1+0)л 

х(0х+л)
то /(х) монотонно убывает в промежутке 1<х<уг. Для достаточно 
больших и будем иметь ’/(1)^>0, '/(л)<Х), и значит для любого дос
таточно большого натурального числа п существует только одно 
значение х = хл, 1<хл<л, для которого ’У(хл) = 0, ф"(хл)<Р и 
шах Ф(х)«ф(хя). Из уравнения У(хл) — 0 следует равенство

и поскольку 1<хл<А то отсюда вытекает, что — ֊>0 при л-*Д-оо։ 
п,

Следовательно 

при л->4֊ос.
Определив целое число /;„=[хл], мы вновь будем иметь

Заметив далее, что
>0) » <*(3) л 1рл.л»

и подставив значение рп в (15), получаем
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։п^')=А»1пс4-(^/։֊Ь//)1п(^лЧ-л)-рп1пр/։֊Нрл—

— /Лп/л—Ррл1пЗ/7л + О(1пп).

Так как 1пА4--».О, /г->֊|-ос, будем иметь 
\ п ) п

р„\пс+($р„-\-п)( 1п/г+ — 
\ п

—Ра\ърп-\- Рп —

— п1пп—г1р гДп1рп+0(1пп) =- рп (1пс4-31пл—

֊-01п?А»)+(₽+!) + ^рп , 0(1пл)
Рп

1п<7 4-?1п/г —1прл—31п^л = о( 1)

-^֊ + О(Ш«) =о(1) 
п рп

Из (16) и (17) следует

1п>5?1=1птах
Ь 1 •> — п,П

- ^-’Ж(1+о(1)),

откуда и вытекает утверждение леммы.
Л е м м а 4. Для функции

Г«(г)=ехр V №гП, 
Л-* О

класса Да( —1</</>о) оценку (3) улучшить нельзя, поскольку

(16)

(17)

(18)

м.)=ехр 11±1*+уС(1+։)Л>+«(1+0(1))1 я-+оо. (19) 
а+1 Г )

Обозначив 1֊гя = р и принимая во внимание биномиальное разложе
ние функции (1—2')~։“% будем иметь

с* ^(3^4-1) ... (Э*+п-1)
Ь\ п\

Откуда следует, что

Э^(^4-1) ... (Э&+П-1) 
ы*! п\

с* Г(Э&-{-л)
Г?։*! л!Г(Р/г)

(20)

Разобьем сумму (20) на два слагаемых

где
ск Г(^4-п) 

тг!Г(Р£) ’
5(Я = V с— г(?*+л) 

" ЙЯ+1А| л!Г(РЛ)

(21)

(22)

п

п

В силу (18) и (22) можем написать
п-»+оо.



Имея в виду лемму 3, получим, что

откуда следует, что

1 п Сп — I п4- О( | п/0 = смно։!)), п -* 4՜

Сп=-ехр Фэ( 1 + о(1)) (23)п -

Наконец, из (21) и (23) имеем

/?(»> = ехр *₽1/ ф1₽(Н о(1)) + 1п(1 + ел) , (24)

где в силу леммы 2

еп---------
ехр

£(3) п

^'ф75(И֊о(1))|

Из (24) вытекает, что

п ->+оо

откуда ввиду того, что 1 +ч, следует соотношение (19) леммы.
Перейдем к доказательству сформулированной вначале теоремы.

Предположим, что функция (2) принадлежит классу Л«(—1<а^0).
Воспользовавшись неравенством Коши и имея в виду лемму 1 для
функции (2), можем написать

111г ункций

г֊% 0<г<1, л = 0,1,2........ (25)

Найдем минимум

у„(г) = ехр

при 0<г<1.
Приравнивая производную функций ул(г) к нулю, приходим к урав
нению

со( 1+«)г—1 —г)в+-’ = 0. (26)

Покажем, что для любого натурального п уравнение (26) имеет
единственное решение в промежутке (0, 1).

Действительно, функция £(г) = са(14-я)г—Л(1֊г)“+2
на отрезке |0, 1 ], а на его концах g^0)

непрерывна
п<& £(1)==са(1+а)>0, и

поэтому она принимает нулевое значение внутри отрезка. Так как 
£ ('')=Са(1+а)4-л(а+2)(1— г)1 1 а>0, 1, то функция £(г) моно
тонно возрастает и уравнение (26) имеет единственное решение г = 
в'’„€(0, 1). Из (26) следует, что, если л->+оо, то гя—1. Имея в ви
ду асимптотическое значение гл, из (26) можем написать

(1+о(1)). (27)
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читывая, что In rn^~(1— rn), и принимая во внимание
, получим

|ал|< ехр (28)

гавив значение 1— гп из (27) в (28), окончательно получим (3). 
Из леммы 4 следует, что оценку (3) улучшить нельзя.

Армянский государственный педагогический институт им. X. АГювяна

U. II. ՍՏ1)ՓԱՆ5ԱՆ
Да ղասի ֆունկցիաների թեյլորյան գործակից ների լավագոււն 

գնահատականի մասին

անալիտիկ ֆ ունկցիանե րի դասե րին ն վիրվտծ աշի/ա֊
տա

ա~
gtu Jqi

եերկա աշխատանքի նպատակն է ստանալ /4 
ցիաների jJ Լ Աոր լան գործակիցների համար լավագոլ
3 - ից։ A րյ шиի ֆրսնկցիանե րի թ ե լլոր լան գործ ակիցնե րի համար հալտնի է Ա.
ե. ՄԼ րղև I լ ան ի կողմից ստացված լավագույն գնահատա

|ал|^ехр|2/г/г( 1փօ(1))|, ո-փօօ,
"Г11 ճշգրիտ Дв(— !<^«<Հ0) դասի ֆունկցիա֊
ների

բնականորեն չի էինել

գնահատականը'
թե լլոր լան դործակիցնե րի համար

ստացվա ծ է հետևլալ

Ապացու ցված է,

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
g 1 Af. At Джрбашян, Интегральные преобразования и представления функций в 
комплексной области. Наука. At. 1966. 3 И. И. Привалов. Граничные свойства аналити
ческих функций, Наука. М— Л , 1950. 3 М. М. Джрбашян. В С. Захарян, ДАН 
СССР, т. 173, № 6 (1967). * А. О. Гельфонд, Исчисление конечных разностей. Гос 
изд. физ.-мат. лит., М., 1959.
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и принимая во вниманиеУчитывая, что 
(25), получим

(28)|ап|< ехр

Подставив значение 1— гп из (27) в (28), окончательно получим (3). 
Из леммы 4 следует, что оценку (3) улучшить нельзя.

Армянский государственный педагогический институт им. X. Абовяиа

Ս. Л. ՍՏԵՓԱՆՅԱՆ
/Լգասի ֆունկցիաների թեյլորյան գործակիցների լավագույն 

գնահատականի մասին

Մ իավոր ջրցանում անալիտիկ ֆ ունկցիաների դասերին նվիրված աչքս 
տանքնևրիդ է Մ • Մ. Հրրաշլանի կողմիդ սահմանված Дв( — 1^^Я<С^0О) 

ир։ пГР հանդիսանում է Ա* Օսսւրովսկոլ А=А0 դասի րնական րնդհւ

հերկա ա շիւ ասւ ատակս г ստա
ցիաների քժելլորլան գործակիցների համար լա կախ ված

դասի ֆունկդիանե րի ^եԱոր^ան դործ ակիցների համար հա լան ի է Ս. 
Ն • Մերգելէանի կողմիդ ստացված լավագույն դն ահատականր'

|аЛ|<ехр|2/сл(1 +օ(!))|, ո-փօօ.
ասի ֆ ունկցիա-

Ի ֆ ու նԿ.9Ւ անևրի թելլորլան դործակիդնե րի համար
դված է հետ և լ լալ դն ա>ա տականր'

|ал|^ехр (1+օ(1))է
1

(Լպացու ցված է, որ ալդ գնահաաա ալ

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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