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Рассмотрим задачу на собственные значения
£‘н(х) = (еЛ14-£0)н(х) = Ц/(х) (!)

и — 0.
Здесь
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£)—ограниченная область в с достаточно гладкой
дО. Коэффициенты предполагаются достаточно гладкими,

границей 
например

заведомо достаточно считать их дважды непрерывно дифференцируе
мыми. Оператор Լճ предполагается строго эллиптическим. ро р м а

V Д^(х)ХД7 неотрицательно определена, в частности, оператор Ао 
/./-1
может вырождаться в оператор первого порядка. Цель этой заметки 
изучить поведение первого собственного значения /.• задачи (1) при 
Е —*0.

Как известно (х), существует отрицательное собственоое значе­
ние задачи (1), превосходящее вещественные части всех остальных 
собственных значенгй этой задачи. Это собственное значение одно-
кратно, соответствующая собственная рункцияII л Ե положительна при
х£О.

В случае, когда Ло—оператор первого порядка, этим вопросам 
посвящено много работ (см. например, (’՛’)). В этом случае важней­
шую роль играет поведение характеристик оператора £0 (4). В част­
ности, если выполнено условие Левинсона (5), т. е. характеристики 
оператора Ло, начинающиеся в области 2), выходят из области О и 
пересекают границу дВ достаточно правильным образом, то —М->4- 
4֊оо при £-*0 (*).

Естественно считать, что первое собственное значение задачи
2.0м«Хм равно 4-оо, так что в этом случае есть в определенном
смысле непрерывная зависимость от параметра е.
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Если оператор Ло содержит вторые производные, то роль харак­
теристик вырожденной задачи играет марковский процесс х?» управ­
ляемый оператором Ао (в). Обобщенное условие Левинсона будет 
состоять в том, что траектории процесса х\' с вероятностью 1, исходи 
из х£Оу выходят из области £) достаточно регулярным образом.

Мы не будем стремиться к максимальной общности и введем 
точную формулировку обобщенного условия Левинсона не в макси­
мальной общности, но зато в терминах коэффициентов.

Мы говорим, что выполняется обобщенное условие Левинсона 
(в ограниченной области £) для оператора Ло), если:

1) хотя бы один коэффициент оператора Ло отличен от нуля в

2) границу дО можно разбить на три компоненты дЭ=* ГаиГ։и 
иГ3 (ГаиГ3 не пусто), причем компоненты Г! и Га являются замы­
канием своих внутренних (относительно дО) точек. Предполагается, 
что на Гх и Г2 диффузия (процесса х?) по нормали п(х) к границе

Г
равна нулю, т. е. V Л^(х)п/(х)/1у(х)|х€г։ига=0, и выполняются сле- 
» //—1 
дующие условия:

V 5'(х)м,(х)|хег,<0, 
1 — 1

V В/(х)л»(х)|хеГа>0, 
1—1

где [п/(х)|—направляющие косинусы внешней нормали в точке х£дО 
или нормали к границе опорного полупространства, если х—точка 
негладкости. При х£Г3 диффузия по нормали не вырождается и

V Л£>(х)л/(х)/г/(х)|жег,>а>0.
/./ 1

Сравнивая траектории процесса х}, соответствующего оператору 
и процесса х?, можно доказать следующую лемму.

Лемма 1. Пусть для оператора /_0 в области Г) выполняет- 
ся обобщенное условие Левинсона, Ф(х) непрерывная функция на 
дТ). Тогда решение и'(х) задачи Дирихле

£*^(х) = 0, и’(х)|д/5 = ^(х)
при е֊*0 сходится к обобщенному решению* задачи

Ьои°(х) = 0, х£7), м°(х)|х€Гаиг.=^(х). (2)
Задача (2) имеет единственное обобщенное решение.

Если /.0 оператор первого порядка, то лемма 1 переходит в из­
вестный результат Левинсона (5).

Чтобы двигаться дальше, нам необходимо ввести аналог перво- 
I о собственного значения для оператора Ао. Обозначим

= : х^£)}, е^О.

Под обобщенным решением задачи (2) мы понимаем функцию и(х), принима­
ющею граничные значения на I 31Л 3 и удовлетворяющую уравнению Аи(х}- 0, где 
Л —инфинитезимальный оператор процесса лг°, полученного из хр путем остановки 
на дО. ^’31
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Изучая полугруппу, соответствующую процессам х'р е^О, можно до­
казать следующую лемму.

Лемма 2. При е5=0 существует (быть может бесконечный, 
если е=0) предел

1 эир 1пРж[т«>£|>0. 
лес

Если £>0, то х։= —к*. При е=0 этот предел строго положи­
телен, если выполняется обобщенное условие Левинсона.

Число х° мы будем называть (обобщенным) наибольшим соб­
ственным значением оператора Ао в области И.

Если оператор первого порядка и выполняются условия 
Левинсона, то х°=--4-оо. Ниже мы приведем пример вычисления х° 
для оператора £0, содержащего вторые производные.

Оказывается, что в отличие от случая первого порядка —Нт к* 

вообще говоря отличен от х°. Рассмотрим следующий пример.

Пусть О={(х, у)^/?’, |х|<1, |у|<1}, 1։=уД, +

4֊ 7.у —, 0>О, а^>0. Так как выход из области И, исходя из точек 
<?у

оси х, происходит только за счет движения по оси х, то х° легко
В-*вычисляется, и получаем х° = —. С помощью результатов из теории 

уравнений вырожденных гипергео?летрических функции (см., напри­
мер, (:), там же дальнейшие ссылки) можно доказать, что —Игл 

^>а. Отсюда заключаем, что—Пт >֊։>х°, если а достаточно велико.

В общем случае справедлива следующая
Теорема 1. Предположим, что для оператора Ао в области 

Е) выполняются обобщенные условия Левинсона. Тогда
х°=^ — Ищ }*.

Предположим, кроме того, что для всякого можно указать 
область 1Л, принадлежащую И вместе с замыканием, и число Сь 
такие, что

лрц у£1Л.
Тогда

Пт к‘= — х°. 
<

Доказательство использует представление к\ даваемое леммой 
2, и оценки распределения случайной величины х։, е^О, вытекающие 
из свойств процесса х*г

Для проверки условий теоремы 1 полезна следующая
Л е м м а 3. Предположим, что оператор 10 не вырожден в за­

мыкании области 6, граница дв принадлежит классу С3, —
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= 1п({^: х^О}. Тогда существует строго положительная мера 
т(Е), Ес_6, такая, что

Рх\*а>1, х£Е\>т(Е)ъ(х)е->\
где '^—первое собственное значение задачи х^б, ^(л’)|^ =
= 0, 'у(л-)— соответствующая (строго положительная) собственная 
функция. I

Վ. Վ. ՍԱՐԱՖՅԱՆ
Փոքր պարամետրով էլիպտիկ օպերատորների աոաջին սեփական 

արժեքի ասիմպտոտիկայի մասին
Դիտ արկենք սեփական արժեքների վերաբերյալ հետևյալ խնդիրք.

+ XՀD^, «(*)|ժ£> = 0 (1)
Ենթադրվում է, որ I) ողորկ եզրագծով սահմանափակ տիրույթ է, և 

օպերատորը խիստ էլիպտիկ է Ս-ում, իսկ Լ^^-ն' վերասերված էլիպտիկ 
օպերատոր էէ

Հոդվածում ուսումնասիրվում է (1) խնդրի աոաջին սեփական արժեքի 
վարքը, երբ Տ -► 0 • Եթե օպերատորով ղեկավարվող մարկովյան պրոցեսի 
հետագծերը 1 հ ա վան ա կան ո ւթ յամ բ դուրս են դալիս 1մ-ից բավական ռե­
գուլյար կերպով (Լևինսոնի ընդհանրացված պայմանը), ապա որոշակի պայ­
մանների դեպքում հաշված է 11111 !՝ սահմանը, որը խիստ դրական էէ 

է-»0
Ապացույցը տարվում է հավանականային մեթոդների օգնությամբ, օգ­

տագործելով դիֆերենցիալ հավասարումների և մ արկովյան պրոցեսների 
միջև եղած կապը։
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