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Об одной задаче теории ползучести стареющих 
тел с изменяющейся границей
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Рассмотрена плоская задача о наращивании бесконечного клина, 
нагруженного силой, приложенной к его вершине. Материал нара
щиваемого клина обладает свойствами ползучести и старения, в силу 
чего наращиваемый клин находится в условиях специфической неод
нородности, обусловленной различным возрастом его элементов (1Д).

Пусть в момент времени / = 0 изготавливается бесконечный 
клин £20= |0^г<ос, — з0^9<20| с углом раствора 2т0, где г, 9-поляр
ные координаты на плоскости. Одновременно к клину в его вер
шине прикладывается сила Ро, рассчитанная на единицу его толщины. 
Начиная с момента времени / — 0 происходит непрерывное наращива
ние клина по заданному закону х

Զ(0«{0<ր<օօ, —
где 2|(/), 4 = 1, 2—положительные непрерывные монотонно возрастаю
щие на отрезке |0, Г] функции, такие, что 2,(0)--20, а/(?)=<-, /=1, 2. 
При этом сила изменяется по закону Р = Р(О- В момент времени 7 
наращивание прекращается, и функции а,(0 остаются далее постоян
ными

аД/)=а/(Г) при 4=1, 2.

Требуется определить поле напряжений и деформаций в наращивае
мом клине для всех />0. Мы будем считать, чго функция Р(4)—ку
сочно-непрерывна при />0. Для определенности будем считать ее 
непрерывной слева, а правосторонний предел функции Р(О в точке 
/ обозначим символом Р(/-|-), так что Р(0)=0, Р(О4-) = Ро. Множест
во точек разрыва функции Р(/) на отрезке [0, Т| обозначим симво
лом 5. Величину разрыва функции Р(/) в точке обозначим че
рез ДР(/), так что △?(/) = ₽(£ + ) — Р(/). Аналогичные обозначения 
принимаем также для компонент напряжений и деформации. Введем 
функцию т*(9) на отрезке [—а1(7"), а,(Г)|, равную моменту зарожде
ния слоя наращиваемого клина с координатой 9. При 9£[—а0, 20] 
х*10) = 0, а при МЛ, ~*о|и 0€13о> 3»(Л] функция г*(б) совпадает
с функциями, обратными к аД/) и 28(/).

Согласно (։) средние значения компонент напряжений и дефор-
маций по толщине клина, обозначаемые символами г, 6) и 
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еа3(/, г, б), а, ? = г, 0, удовлетворяют следующим уравнениям и 
условиям.

Уравнения равновесия 
д?гг . 1 । ®гг'~“^6в __ /\
17'71Г + ~ ’

оЬв, + 2_ + 2^ = 0, (г, 9)ей(О, #>0;
дг г ОЬ г

уравнение состояния, записанное в форме интеграла Стильтьеса, 

М = &Да1ТчЛ։ав?, />т*(0), (2)

л
где символом А/ обозначен интегральный оператор, действующий по 
правилу

М(/,г, 0)= ^Д((/-т»(6), т--:*(6))й<р(т, г, 9), /=1, 2,

• • г 0)<Ар(г Г, 6) = <?(-, г, 6)Л, ?(/, г. б)= • •

уравнение совместности для скоростей деформаций

(3)

Здесь ввиду мгновенных приращений компонент напряжений и де- * 3 -_-
формаций, вызванных мгновенными приращениями нагрузки Р(О, 
частные производные по времени понимаются в обобщенном смысле. 
В частности, уравнение совместности скоростей деформаций (3) при 

означает совместность приращений деформаций Девз(/). Запишем 
условие равенства нулю компонент напряжений в элементе наращи
ваемого тела в момент его зарождения

’.?('*(«). г, 6)=О.

Поскольку движущаяся граница

Г(/)«|0<г<о©, 6- — а։(/)| и{0<?’<ос, 0^а2(Н} 
области Ф(/) совпадает при 0<7^Г с линиями уровня 
функции т*(6), то из (4) вытекает, что

/» $)|(г,0)бГ(о —0,

(4)

| -*(0) =. /1

(5)

Если в процессе непрерывного наращивания происходит мгновенное 
изменение нагрузки, то в только что родившемся элементе возника
ют напряжения, однако вектор напряжения на движущейся поверх
ности равен нулю, т. е. имеем

м(<+» г, $)|(г,е)бг(о г, 0)|(г,е)бг(о = 0, (6)
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Наконец, при /^>7* будем иметь граничное условие
агв^=оое-=0, (г, 6)СГ(Г), />Т. (7)

Помимо перечисленных соотношений необходимо удовлетворить ин
тегральным уравнениям равновесия

У Г’М** г» 6)^ = 0, 

-««(О

«2(0 /•
I Кг51пО-Н,бС05б)Гб/9==—Р2(0,

—«։(О

«ИО / •
I (зггСозО—<мз1п6) • п/9=—Р^/), />0, (8)

—«։(0

где Р1(О и Р2(/)—составляющие вектора Р(О-
Решение задачи (1) — (8) построим следующим образом (э). По

ложим равными нулю все компоненты напряжений, кроме агг,
рую будем искать в орме

кото-

а„(Л г. = (9)

где Р(г, 0) —некоторая функция, подлежащая определению. При этом 
будут тождественно удовлетворены дифференциальные уравнения 
равновесия (1), первое из уравнений (8), а также граничные условия 
(6) и (7). Из (9) и (2) найдем

Се(/. 6)
368 = --------------- (Ю)

)ЛЛ 9), С9(Л 6)=-^, б).

Подставляя (10) в (3), получим 

откуда находим

С,(Л 6) = (71(/)С05 6 г«2(О51П 6.

После обращения первого из соотношений (И) с учетом (4) получим
I

Р((, 0) = -^Сг((, 6) =- Т-Т*(9)) • С,(-, $)</-,

Л Л
И = (Д1+Л8)֊\ (13)

Здесь функция н(Л х) есть (как и Дх(/, т), Л2(/, -)) заданная реоло
гическая характеристика материала, равная продольному напряжению 
в момент времени / при одноосном напряженном состоянии однород
ного тела при воздействии единичной продольной деформации, при
ложенной в возрасте т.

Подставляя (12) в (13), выражение (13) для функции Л(Л 6) в 
(9), а затем значение сгг в интегральные уравнения равновесия (8),
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после замены порядка интегрирования получим систему двух интег
ральных уравнений Вольтерра для определения неизвестных функций 

и а2и)
t

I -)а(-=)</- = Р(О,
I/ 
о

(14)

а5(т)

й(/, -)= ( н(^—'*(6), т֊т*(б))Д(6)£/9. (15)

Здесь матрица Д(0) и векторы а(1) и Р(/) определяются соотно
шениями

Д(ГП =
СОБ2 0 СО8 0 81пб

С08 О Б1П О $1п2 О

Таким образом, задача нахождения поля напряжений и деформаций в 
наращиваемом клине свелась к решению системы двух интегральных 
уравнений Вольтерра (14). Пусть «$ = {//, /V}. Тогда решение
системы (14) можно представить в виде

՝ 1 * ЧЬд-г * ■ । Ы ЙмМ < ՝ 5 г ' Й -иЯдий1

а(/) = агеИО+V С/^-6), С/ = р(6, 6)֊1ДР(6), 
7-1

1’(Л 6)С< = Р(О,

где £(/)—дельта-функция, атек(1) — регулярная часть 
В случае симметричного наращивания имеем

«4(0 = «,(/)=«(О. х*(б) = т*(-0),
и согласно (15) матрица |1(/, т) будет диагональной, т. е. система 
(14) распадается на два независимых уравнения.

При проведении численного моделирования с использованием 
реологических характеристик бетона исследовалось влияние скорости 
процесса наращивания (при неизменной последовательности возведе
ния-загружения, т. е. неизменной зависимости силы Р от угла а) на
поле напряжении в наращиваемом клине. Процесс перераспределения
напряжений в наращиваемом
Во-первых, упругие свойства

теле определяется рядом факторов, 
приводят к приращению напряжений

одновременно во всех элементах наращиваемого тела при прираще
нии внешней нагрузки, и при отсутствии свойства ползучести у на
ращиваемого тела скорость возведения-загружения не влияет на 
окончательное распределение напряжений. Ползучесть материала 
приводи г к передаче части усилия от ранее рожденных элементов на 
вновь рожденные. Так, например, при постоянной во времени силе 
Р -Ро вследствие ползучести происходит разгрузка исходного тела 
^°’ которая компенсируется увеличением напряжений во вновь ро- 
,дившихся элементах. Наконец, старение материала приводит к воз
растной неоднородности, состоящей в большей жесткости (меньшей 
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деформатив ноет и) ранее зародившихся элементов по сравнению со 
вновь рожденными, что уменьшает процесс разгрузки ранее рожден
ных элементов. Рассмотренные факторы приводят к существенной и 
немонотонной зависимости максимального напряжения в наращивае
мом клине от скорости возведения-загружения.
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