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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Э. К. Оганесян

Об одной задаче кручения полубесконечного цилиндра 
посредством упругой круглой шайбы

(Представлено «и.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 28 IX 1981)

Рассматривается контактная задача о передаче крутящей нагруз­
ки от упругой круглой шайбы малой толщины к полубесконечному 
упругому цилиндру большего радиуса, защемленного по своей боко­
вой поверхности. При этом шайба прикреплена к торцу цилиндра 
концентрически.

Аналогичная задача, когда шайба абсолютно жесткая, исследо­
вана в (։). Укажем также на работы (23), примыкающие к данной 
статье. ' ՛

Шайба, подверженная действию крутящей нагрузки произволь­
ной интенсивности, трактуется в рамках обобщенного плоского напря­
женного состояния, а полубесконечный цилиндр—в рамках обычной 
теории кручения упругих тел (4). В этой постановке решение задачи 
сводится к решению интегрального уравнения смешанного типа, 
когда часть интегрального оператора имеет фредгольмовский тип, а 
часть — вольтерровскнй. На основе аппарата ортогональных полиномов 
Якоби это уравнение сведено к эквивалентной квазирегулярной бес­
конечной системе уравнений. Для основных механических характе­
ристик задачи—тангенциальных контактных напряжений в круговой 
зоне контакта и угла жесткого поворота шайбы получены явные вы­
ражения. В предельном случае, когда радиус цилиндра становится 
бесконечным, обсуждаемая задача представляет собой известную 
задачу Рейснера—Сагоцци (5) для упругой круговой шайбы.

Следует отметить, что на основе изложенных здесь результатов 
можно непосредственно получить решение задачи о кручении двух 
одинаковых полубесконечных цилиндров, соединенных между собой 
упругой круговой шайбой и защемленных по своим боковым поверх­
ностям.

1. Пусть упругий полубесконечный цилиндр радиуса а с моду­
лем сдвига р2 по своей боковой поверхности жестко защемлен, а его 
торец г^/г/2 концентрически подкреплен упругой круговой шайбой 
радиуса Ь и малой толщины Л из другого материала с моду­
лем сдвига |11. Пусть далее поверхность шайбы —Л/2 загру­
жена тангенциальными напряжениями произвольной интенсив­
ности т0Т(г)я т. е. хге|7—л/г^оДг), (0<><7>). Требуется определить
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I тангенциальные контактные напряжения (0<г<7>), а тзкже пр„. 
веденный угол жесткого кручения шайбы.

Выведем разрешающие уравнения поставленной задачи. Поль­
зуясь известными результатами (’), после элементарных операций 
можем записать

ь
2 Г0) =----- —- I К(г, p)pt,(p)d(>, (0<г< а), (1.1)

I ։ Г* J°
где

р) г= 2 (°<С Р<л). . (1.2)

I Здесь 0) —перемещение точек торца г = 0 цилиндра в окружном 
I направлении, //г)—функция Бесселя первого рода, а /.„-корни тран- 
I цендентного уравнения У1(>яа) = 0.

Обращаясь теперь к рассмотрению напряженного состояния 
шайбы, сначала запишем следующие граничные условия:

А/2)=-Дг); м(Г, — А/2) =т0л(г); ?)=Т0,;

«Хг<?, |г|<Л/2).
I отражающие условия ее загружения.

(КЗ)

Уравнение равновесия шайбы в разбираемом случае имеет вид

Далее исходя из предположения малости толщины Л, вместо 
I истинных напряжений -Ле(г, г) и перемещений г), как обычно, 

будем рассматривать их средние величины:
I Л/2 Л/2
I ’л(г) =4՜ I "'«(г, г)Лг, «£'’(/•) = 4 | «’»(/֊, г)</г.
I л и П յ
I —л/2 -л/2

С учетом последнего и закона Гука при помощи (1.3) и (1.4)
придем к следующему дифференциальному уравнению:

d’u*1» 1 U<|> -.„(г)+ъ(г)
dr* г dr г* Лр,

Так как 
I формулой

(0< г <Ь).

будет даватьсято решение этого уравнения



а - — неизвестный приведенный угол жесткого кручения шайбы. 
Теперь, принимая во внимание условие контакта

<>(г)-^2)(сО), (0^г<?),

из (1.1) и (1.5) после несложных выкладок и перехода к безразмер­
ным координатам и величинам для определения неизвестных танген­
циальных контактных напряжений -(х) получаем следующее разре­
шающее уравнение:

1 • х
Их, у)-(у)уе/у = 7ох + “ (Л'2 * *~у44у)^'т#о(ЛТ (1-6)

2. С целью сведения интегрального уравнения (1.6) при условии
(1.7) к бесконечной системе уравнений ядро Л(х, у) согласно извест­
ным результатам (в) представим в виде

о О

которое должно рассматриваться при условии
1

-(у)уМу = ։•
• ■ 
о

эквивалентном условию моментного равновесия шайбы. 
Здесь введены следующие обозначения:

х — г/Ь, у = ?/!>, Т^=Т°/Ь\
ь

Т0=Т„Ь>- ^Аг)гЧг, т(х) = тЛ(/>х)/Т<‘>, 

и
Л
1 (*։-у։)-05(6у)</у. Цх. У) = — К(Ьх, Ьу)

Т™х .) а
о

1о =
^2

2ЬТ^

и

(* /,(Х/)/,(уОЛ.
3 /.(//8) 1 >
О

и воспользуемся спектральным соотношением (7) 
1

~ ^о(х» У) 1— у*) ^У ~х2)’

о
где

^-о(Х» у) = (*А(Х> ?)^1(У-)^*1

о

| (2// — 1)!! |2// 
(2п — 1)[2//!!]а ’

^л-1(х) —присоединенные функции Лежандра первого рода, Л(а՜)՜ 
функция Бесселя первого рода индекса 1, а К։(х) и /Дх) —модиф>|։
цированные ункции Бесселя.



Далее, 
формулой

исходя из (2.2) решение уравнения (1.6) представим

'(У) Хп^2п-1(/1—у2) (2.3)

и применим известную процедуру (ь~։о). 
ния неизвестных коэффициентов {хЛ||^_и 
нечную систему уравнений:

В результате для определе-
получим следующую беско-

л •• 1

где введены обозначения

(2.5)— Ю1) -о.. К (2)
т, п ‘0 т.п

՝т

77
К гп,п

X2
|(У 1-Л։)^Х;

/’к-Д/ 1—х։) £о(л)^х>
(4я?— 1)|2/л!!р

|2/Л!! р/л*

v^eгкo видеть, что /ш = 4г при от->ос. С другой стороны, сделав
замену переменных

х = / у = / |-г,։. (0<;, *,<!)

и воспользовавшись формулой ((’*), с- 149, формула 6).

с1Р„ 
с/х

(п — О, 1, 2, . . .),

где Рп(х) — многочлены Лежандра, после несложных выкладок полу­
чим

1 1
к 0>,= у С М(-, Т,)Р2„. (2-6)

О б
(//?, п= 1, 2, . . . ).

1
К(2)п = С^֊2 Г £Р2л-1(;)Р2Я-|(?Н: ат = -ст.
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Здесь приняты такие обозначения:

ЛЦ^) =
дЬдт}

т --= 1
/я«2, 3,.. .

G(f. т<)= /(!-$’)( 1-т,’) F(V 1-5’. /1—ч*)-

Далее, (2.3) подставим в условие (1.7). После простых операций 
будем иметь

х։ ■= — 3“/2. (2.8)

Теперь решение бесконечной системы (2.4) при правой части, 
равной обозначим через а ее решение при правой части, 
равной ктат—

Т о г да

Отсюда при /я»1 и из (2.8) находим относительный угол пово­
рота шайбы: 7о=(3-/24֊бл(<0/^(։в) . 1

Займемся исследованием бесконечной системы (2.4) на регуляр­
ность. С этой целью при помощи подстановки хт=угпт~\ (т = 1, 2...), 
где е —сколь угодно малое, но фиксированное положительное число, 
представим ее в виде

К
Уп ~ 7(/bn)i (^i = l» 2, . • .)

7-1 Л*
<*֊ l/f I

и положим Sw = /neV 1—(m = l, 2, . . .).
nl

(2.9)

Чтобы выяснить поведение последней суммы при вос­
пользуемся известным асимптотическим представлением многочленов 
Дежандра ((п). с. 163, формула (2)). После некоторых преобразова­
ний можем записать

/((О ~ _
~п) mV п cos ги Deos/!<р W\(l), <р)</1кЛр+Фб>

cos rcOcos /п •> cos — cos2 (2.10)

п

Здесь и Ф<-’л суммы аналогичных интегралов.
Теперь заметим, что согласно (2.5) и (2.7) функция 7И(5, ^) 

квадратично суммируема в квадрате 0-<с, и, принимая во вни­
мание асимптотические формулы (2.10) и (2.11), при помощи извест­
ной методики (’•*') находим, что по крайней мере

V0(/n֊։/2+')։ (m->oo),
откуда вытекает квазиполная 
(2-9).

регулярность бесконечной системы
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[3 ЗАКЛЮЧеНИе отмстим* ЧТО КОГДА Ь — consti G—следователь 
но г-о, представление (2.1) даст

Щх, у) - — С Л(х()Л(у/)Л.

о

Если вдобавок к этому Р։ — о© и, следовательно, ро = О, то уравнение 
(1.6) превращается в интегральное уравнение известной задачи 
Рейснера—Сагоцци (5 * * * *). Тогда бесконечная система (2.4) исчезает и 
получается простое соотношение, откуда коэффициенты хт опреде- 

5 И. Н. Снеддон, Преобразование Фурье. ИЛ, М
йт, Quart. J- Meeh and Appl. Math . Pt 3, vol. XII (1959). 1 Г. Я- Попов, ПММ, т. 
27. вып. 5 (1963). • N. К. Ar ut union. S. M. Mkhltarian, Some contact Problems for
3 semiplane with elastic stlfferens. Trends In elasticity and thermoelasticity. Witold
Novacki Anniversary volume. Volters—Nordorf Publ. 1971, 3-20- • H. А. Арутюнян, 
С M. Мхитарян. ПММ. т. 36, вып. 5 (1972). 10 Г. .4. Морарь, Г Я- Попов, ПММ,
т. 35. вып. 1 (1971). ” Г Бейтман, А. Эрдейн. Высшие трансцендентные функции.

1. Наука, М., 1973.

зяются непосредственно и точно.
заключение автор благодарит С. М. Мхитаряна за постановку

задачи и внимание к работе.
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Աոաձդական է. Ղ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆշրջանաձև տափօղակով կիսաանվերջ qpu ոլորման մի խնդրի մասին
Դիտարկված է բ ա ր ա կ ա պ ա տ շրջանաձև աոաձդական տափօղակից ոլո-

րող բեոի փոխանցման կոնտակտային խնդիր, մեծ շառավիղ ունեցող կիսա- 
անվերջ դյանին, որի կողմնային մակերևույթր ամրակցված էւ Տափօղակը
կոնցենտրիկ ամրակցված է հիմրինւ Խնդիրը բերվում է խաոր տիպի ինտե­
գրալ հավասարման լուծմանր, որի օպերատորի մի մասր Ֆրեդ^ոլմի, իոկ
մյուսը Վոլտերայի 
ի յան հիման վրա,

տիպի է։ Ցակոբիի օրթոդոնալ բաղմանդսւմնեըի տեսու- 
այդ հավասարումը բերվում է Համարժեք) կվադիռեդուլյար

անվերջ հավասարումների սիստեմի։
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