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I МАТЕМАТИКА

В М. Ж. Григорян

О сходимости почти всюду двойных рядов Фурье—Хаара 
суммируемых функций

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А. А. Талаляном 7?Х1 198I)

В работах (։“3) установлено:
1) существует функция /(х, у)£Л[О, I]2 такая, что прямоуголь­

ные частичные суммы ее двойного ряда Фурье —Хаара расходятся
почти всюду;

2) для любого £>0 существует функция /(х, у)£Аи измеримое
множество £С|0, 1|2, |£|>1 — տ такие, что сферические частичные
суммы двойного ряда Фурье —Хаара функции /(х, у) расходятся на
множестве Е\

3) сферические частичные суммы двойного ряда Фурье—Хаара 
любой функции /(х, у)£Е\%(1) сходятся почти всюду.

В связи с этим в настоящей работе рассматривается вопрос о 
сходимости почти всюду двойных рядов Фурье—Хаара суммируемых 
функций в зависимости от изменения их значений вне заданных

| множеств.
I Доказывается следующая
I Теорема. Пусть 1]; 4 = 1,2 совершенные нигде не

}плотные множества. Тогда для любой суммируемой функции 
' /(х, у) можно найти такую суммируемую функцию £(х, у), что 

у)=/(х, У) на и как сферические, так и прямоу­
гольные частичные суммы двойных рядов Фурье—Хаара функций 
#(х, у) сходятся к ней почти всюду.

| Аналогичный результат для двойных рядов Фурье (при требо­
вании сходимости в метрике Ьр, 0<р<1) был установлен в работах
(4) и (5) автора.

Отметим, что идея улучшения сходимости ряда рурье путем
изменения разлагаемой функции вне заданных множеств принадле­
жит Д. Е. Меньшову (в), которым установлено, что если /(х)ё£ 

1 [0, 2^] и <?С|0, 2՜] совершенное нигде не плотное множество, то 
} можно найти такую функцию б(х), что £(х)=/(х) на (? и ряд Фурье 
I функции £(х) сходится почти всюду.
| Напомним определение системы Хаара



где для каждого Л=1, 2... индекс / пробегает значения 1, 2... 2* 

/л(О=//ЛО; «»2*-г/;

(значения функций Хаара в точках разрыва для нас несущественны 
и мы их не проводим).

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими обозначе­
ниями.

Прямоугольные и сферические частичные суммы двойного ряда 
Фурье —Хаара функции /(х, у)£Л(Г) обозначим, соответственно, 
через 5„.т[/| и 5*[/|:

$п.т |/1 а^г/^х) • /Ду); 5*[/|= У —

>
I /(л

Т

Через |£| будем обозначать меру Лебега измеримого множества Е.
Характеристическую функцию множества £С[0, 1| обозначим че­

рез Рг(О.
Частичные суммы ряда Фурье —Хаара функции /(/)СЛ[О, I] обоз-ЗЕ

начнм через 5„(/ /); известно, что для любого Хг = 0, 1, ...

ЗДЛ /)=Ж՛ =

А

ОА

интервалы вида называются интервалами Хаара.
Основным средством для доказательства теоремы является сле­

дующая
Лемма. Пусть даны с2/С7[О, 1|, 4=1,2, совершенные нигде не 

плотные множества, натуральные числа Ло и >0, Тогда для любой 
ступенчатой функции ф(х, у) (квадраты постоянства которой 
имеют вид <?>1, 1^/«^2</) существуют ступенча­
тая функция £(х՝ у), измеримое множество Е и натуральное 
число М такие, что: 3 К

О К(хУ у)=/(х, у) на

2) ( Г 1&(*, У)к/х^у«^4 С ( ]/(х, у)\ддху;

7 ?

3) |Л|>1—21" у«;

4) |5„.„,|^||^2Ч/(х, у)|, при (х, у)££, л, т= 1,2, ..

5) 5л,т[§]^0, при т1п(л,///)<2Л", (х, у)^Т;



6) ^.т|£]=£(х, у) и. в. на Т при т1п(л, т)^М.

Доказательство леммы. Пусть ДЛд=д5хД/ квадраты посто­

янства функции /(х, у) и /(л,у)^7м при (X, у)£Д,։/; 1<$,/<2->, где 
Д,=֊Д^\ 5 </

Гак как <2/(/=1,2) совершенные нигде не плотные множества, 
то можно найти интервалы Хаара |^), у-=1, 2 одинаковой длины 
|ъи)|==о такие, что

где

(1</^2Л'; (/=1,2)); (ЛП*;) = 0, (2)
4

ЛГ = ^+<7֊ (3) 

Положим /•')(/) = ₽ъ (/) (4)

£*•<(*. у) = 7,.( ■/<’>(х) у)= V у);
5.1— 1

(5)

ункция £(Х, и множество £

(6)

Докажем, что удовлетворяют усло­
виям леммы.

Из (2). (4) и (5) следует, что £^(х, у)->./ при (х, у)е(? = 
= <21Х<?2, следовательно £(х, у)=/(х, у) при (х, у)С<?.

Ввиду того, что |Д5| = 2“<? и ? = Л'о, из (4) и (5) получим

•>Л’О

1 .. ?«<!> (■*) • 
р-и-1) - 0 р

2</

р~(з-1>2

24

5./-1

24

' 1и41М+2-"'1 • НМ+2-*|-=

т. е. условия 1) и 2) леммы выполнены; очевидно, что |£|>1—2՛ 4 

(см. (6)).
Теперь проверим выполнение условий 4) и 5) леммы. Для этого 

нам нужны нижеследующие оценки частичных сумм вида 5\»*(/, /)м)* 

/*1, 2:
1°) Если то $2*(Л /)у’)-=0 при *€(0, 1|, для всех /. В са-

2"

о



мом деле, пусть /6|0, 1 ]. тогда при некотором I /6Д[/Ч следовательно 

из (1) имеем

дю

отсюда и ввиду того, что при 1<р<^2Л

//>)(/)<^ = О

р
2.У

непосредственно следует
2 ) Если /У<£<ЛГ-Но, то &*(Л //п)"=0 при 1^1 и |5>(Л //л|<

<2* при ЛЛПД/. Действительно, так как //^(0*0 при и ин­
тервалы ДО лежат либо на Д/, либо на |0, 1 |^Д/, то из (7) получаем 

первое равенство. Пусть /^Д/, тогда при некотором / /£ДО и из (4) и
(7) вытекает, что /<'))« если
Г<А^0, то существует единственное натуральное число р0, такое \ *
что '^СДО. Из определения функции /}п(/) и из того, что 1^1 = о и
|Ч«|=2-‘ , получим

•ЪФ. /'/’)= ТЛпГ Г11-2-'»’ • 3.(,)(П|Л=1- 
|Д* | J р«

д.0

отсюда, поскольку сразу получим |52л(/,
3°) Если £>ЛЧ֊*0, то 52*(С /‘/0 = 0 при /£Д/ и 52*(/, //я)=1 при
А/. Это непосредственно следует из (4) и (7), так как в 

этом случае либо ДОсЛ, либо Д^Д.
Легко видеть, что если 2к<У1^2к+\ то 5Л(/, /р)=$2*(/, /•») или 
/{»)=$2*+1(/, /р) для любых I, 1<7<2Л >1, 2 (это следу­

ет из определения системы Хаара).
Следовательно для любых I и /, / = 1,2, имеем

10<) $п(/, /<»)-0 при /(:|0, 1) если л<2\

20с) $я(/,/<»)=-О при /$Д, и |5П(Л/р)|<2*« при /ёДПд/ Для 
всех п= 1, 2, ... 

♦
Пусть (х, у)(:5, тогда для некоторых 5' и Г (х, у)££Пдлг» | 

следовательно из определения функции £(х, у) и из условия 2 ) для 
всех п и т получим

1$л,т| £ || — /?) • 5т(у,

Отсюда вытекает выполнение условия 4) леммы.
Из определения функции #(х, у) и из условия 1 ) при 

пНп(/7, ^)<2Л' для всех (х, у)б? следует, что 5л.т|£|-0.
Поскольку проекции прямоугольников постоянства функции яв-
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-ляются интервалами Хаара, то существует натуральное число М та­
кое, что

У)» п. в. на Г, т!п(л, т)>М,

БЛемма доказана,
I Доказательство теоремы. Пусть /(х, у) суммируемая 
функция и <ЛС|0, 1|, /=1, 2,... совершенные нигде не плотные 
множества. .Легко видеть, что можно определить последовательность 
функций 1Л(.с, у)|\։ (каждая из которых принимает постоянные 
значения на квадратах, проекции которых являются интервалами 

'Хаара), обладающую следующими свойствами:

I; п.в I*> V Л(*. у) =/(•«. у), I 1 |/.(х, у)|«Шу<2-Ч ?»2.
Г • I V V
I Т
Если М заранее заданное натуральное моею, то в силу леммы су­
ществуют ступенчатая функция £5(х, у), измеримое множество Е. и 
натуральное число Л4Л такие, что:

ез(х, у)=/,(х, у), на (^(^ХЦ,.

| £.,|> 1—2'՜*;

|^л.т|у)|; (х, уКЕ„ п, т = \, 2

•$л.т|£։|=0, т!п(л, т)=^Л'։, (х, у)е'/՛;

О)

(10)

(П) 

(12) 

(13) 

(И)

I Таким образом, для фиксировано™ 5 определяются функции 
£։(х, у) множества и натуральное число М,, удовлетворяющие 
условиям (9)—(14), при этом, очевидно, можно взять

• ЛГ =1, . Л'։=.М։_14-|, 5 = 2,3... (15)

Из условий (9) н (10) вытекает, чтоВ ■ ֊ .
и равна /(х, у) на =

ункция £։(х, у) суммируема 
I

Положим У)6Г. 1Л(х. у)|<2-4; (16)

чевидно, что |Д։|>1-2-։ (17)

Докажем, что прямоугольные частичные суммы двойного ряда
■Фурье—Хаара функции g(x, у) сходятся к ней на множестве Е:

Ё £=£ П (ЛГ1&). (18)

В я-։з-ь

В самом деле, если (х, у)€£, то существует натуральное число
;такое, что (х, у)Ь4йГ)£> при Ввиду того, что

ЛО
Г—V 5ят[^А|, из условий (13) и (14) и при Л\+։<т1п(^,
I *■"՝
. имеем



ձ ♦ 5л.т|
л-$+

у) = V |5я.т|Я|,|-А,о(-*. у)1 = 
к «► I

1՝$Л,гп|£а] у)! -
*+ւ

ёь(хуу)^О |֊Տ„.ա|^5+։1+Տ Я*(*,У)+ 
հ - Տ Г I

Отсюда, так как (х, у)6^+։ и (х, уНА։+ь и из условий (12)-(16) 

получим |5л.л։[^|֊^(х, у)|^2Л • 2՜2'4֊ V gk{xy у). 
к* 5 +1

Но поскольку |£| = 1 (см. (11), (16), (17), (18)), 
п.в.

следовательно Нт 5л,т| ё |-£(х, У)- 
п./п

Легко видеть, что система Хаара обладает следующим свой­
ством: для любых £(х, у)£Г и /?>0 существуют натуральные числа 
п и ту зависящие от точки (Л, у), и числа /? такие, что ^|^)=5я.т[^|. 
Теорема доказана. / 1

Замечание. Доказанная теорема верна также для п^З крат­
ных рядов Фурье —Хаара.
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И. ժ. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆԻնտեցրա|ի ֆունկցիաների Ֆռւրյե—Հաարի կրկնակի շարքերի զուգամիտության մասին
!Լպաւրււ ցվա մ է հետե լալ թեորեմը.

1-թե Չ(-|0, 1]. է = 1, 2 ամ են ու րեք նոսր կատարլա լ բազմություններ են,
ասքա կամ ալական ([X՝ У) ինտեզրելի ֆունկցիա յի համար զո լա թ լան ունի ա
Աքիսի ինաե ղրե լի ֆունկցիա ^(Х, у)> որն օմաքաձ է հեաելալ հաակու թ լամ բ*

ь £(х, у) = /(х, у); (х, уК<2==О։х<2»

2- £{ХУ у) ֆ ունկցիտլի 'եուրլե—Հաարի կր1յնս»կի 2и/(*4*Ь •‘ֆ^րիկ և ու րյ- 
րյտնկրււն մասնական էքՈէմարներր զուգամիտում են իրեն հտմարրս ամև-

Л 4ր£Բձ?¥Րձ-Դ1։ԱԿԱՆ11Ի1*ՅՈԻՆ
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