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МАТЕМАТИКА

Существование и поведение 
ких уравнений

решений одного класса гипоэллиптичес- 
в неограниченных областях

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 28/ХП 1981)

Рассматривается линейный дифференциальный оператор

Р(х, О)=^ а.(х)/>, (1)
(в.|л) <2т

-----,.— 1 а
тх тп / 

£С<т)(2) вещественные функции. И пусть

Р0(х. О)=2 а?х)О’ .
(а,|л ) - :т

главная часть оператора (1).
Сначала предполагается, что оператор (1) равномерно семиэл

липтический в О, т. е. существует постоянная Л>0 такая, что для 
всех

(2)

Операторы типа (1), удовлетворяющие условию (2) для ограничен
ных областей, изучены, например, в книге (։). В этой заметке опе
ратор (1) рассматривается для некоторых неограниченных областей.

Определение 1 (см- (2)). Для замкнутого ограниченного 
множества ЕС.^С.Еп положим

сар5(^) = 1п! V (/97*)Мл\ 

л

где нижняя грань берется по всем функциям обращающим- 
ей в единицу в некоторой окрестности множества Е.

Сар£(£) называется п-мерной ц-гармонической емкостью порядка 
т, относительно множества 2 в смысле Мазьи.

Положим С^х0, с1)==С}(х0, (1, р)= |х/~А'?К п ՛.

Для замкнутого множества £ГСф(х°, с1) обозначим через В^,^(Е) 
множество функций, и^С^^х0, 4)), обращающихся в нуль в неко
торой окрестности Е и у игйх—\.
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! Определение 2 (см. О). Для замкнутого .множества Е~ 
С(Д-Г а) положим

I — inf ||м|^,л,
! гле

|фх= v
If՜;..-. V (•*)-/ /
| Число l'd(E) называется «-мерной ^-гармонической емкостью 
I компакта Л порядка т в смысле Кондратьева.

Как и в случае гармонических емкостей (см. (’)), использовав 
| свойства анизотропного пространства С. .1. Соболева /У> (Q), можно 
I доказать
| Лемму 1. Существуют положительные постоянные А'։ и А'2 
к такие, что для любого компакта ZfzQ(0, tf)=Q(6/)
I К1 capQ(2</) (E)^l^(E)^A, capy(2d) (Е).

I Определение 3 (см. (*)). Пусть г и 7 произвольные поло- 
। жительные числа. Будем говорить, что область Q имеет п-внутрен- 
* ний диаметр меньший г с точностью до н-емкости 7 порядка т, если 
I для любой точки х°£Еп

I capJ1(Q(x°, r)\O)^>7ri;xi_-’m.

В работе (4) Е. М. Ландисом исследовано поведение решений 
эллиптических уравнений для таких неограниченных областей, кото
рые имеют малый внутренний диаметр.

В заметке изучаются подобные вопросы для семиэллиптических 
уравнений. Для решений этих уравнений справедлива следующая 

ft Лемма 2. Пусть .4 и 7 произвольные положительные числа. 
Существует положительное число у) такое, что если
г<^г0< область С с ^-внутренним диаметром меньшим г с точнос
тью до емкости 7 порядка т расположена в прямоугольнике Q(4) 
и и(х) слабое решение уравнения Р(х. D)u=f в G, удовлетворяю
щее нулевым условиям Дирихле на той части Г границы области 
G, которая расположена строго внутри Q(4), то

(3)
■ о <?(1)ПО о

Пусть теперь СС1Еп неограниченная область и в О определено 
■слабое решение уравнения Р(х, Е))и=0, удовлетворяющее нулевым 
условиям Дирихле на дС. Тогда имеет место следующая альтерна- 

5 тива.
Теорема 1 (типа Фрагмена-Линделефа). Пусть и г по

ложительные числа и С область с ^-внутреним сиаметром мень
шим г с точностью до ^-емкости 7 порядка т. Существует гй — 

■ =^ге(7, Р) такое, что при либо либо

Um u2dx Уе-у >0-

<5о)

(4)
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(Здесь функция и считается продолженной нулем вне (7).
Доказательство. Подберем такое число Я, чтобы прямоу

гольник (?(4) можно было покрыть прямоугольниками (Дх', 1), /=1, 
. .., К, и положим М = е*К. Найдем по лемме 2 число г0, соответ
ствующее этому и данному Пусть п^О. Тогда существует 
прямоугольник <?(х°, 1) такой, что

И по лемме 2 имеем

«։^х^> М и2дх.

Итак, как это делается в работе (*), можно построить последователь
ность точек [х*| £=0, 1, 2... таких, что

|х*—х*-։|<4ч /=1........л.

( и2дх^>е6 ( иМх.
J ։ 1

Отсюда при достаточно больших к имеем

иг (1х > у и2йх^>е^а .

Откуда и следует утверждение теоремы при г = г0.
Случай г<^г0 получается посредством преобразования

Для решений рассматриваемого оператора справедлив своеобраз
ный принцип максимума, а именно:

Теорема 2. Пусть область G расположена в прямоуголь
нике Q(/?), /?>4. Для всякого 7>0 найдется такое что если 
г<У0, О имеет ^-внутренний диаметр меныиий г с точностью до 
емкости 7 порядка т и и(х) является слабым решением уравне
ния Р(х, D)u = O, удовлетворяющим нулевым условиям Дирихле 
на той части границы G, которая расположена строго внутри 
прямоугольника Q(R).

Пусть

sup I u2dx֊m.

21. /—։,...» n 
ль >' ж

Тогда для всякий точки x°£Q(R) справедливо неравенство

С u2dx^ т. (5)
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Для регулярных ограниченных, областей С. М. Никольским в 
работе ( ) доказаны теоремы существования и единственности задачи 
Дирихле для оператора (1). Если теперь в теореме 1 область в огра
ничена, то мы получим в добавление к теоремам единственности С. 
М. Никольского следующую теорему единственности для семиэллип
тических уравнений

Теорема 3. Пусть 6 ограниченная область тогда
для всякого найдется число ^0 = го(7) такое, что если г<^г{) и 
И имеет ^-внутренний диаметр меньший г с точностью до ^-ем
кости 7 порядка т, то уравнение Р(х, П)и=/ имеет не более од
ного решения из класса №(6)

Если наложить еще некоторые ограничения на рост функции 
и(х) при |х|—сю, то теорема 1 позволяет получить теоремы сущест
вования и единственности и для некоторых неограниченных областей.

Теорема 4. Пусть в неограниченной области О определен 
оператор Р(х, Г)). Для всякого }>0 найдется такое г0>0, что 
если г<г0 и ^-внутренний диаметр области О меньше г с точ
ностью до емкости у порядка т, то справедливо следующее:

пусть функция ](х)£П™(6) такова, что

К ' ПпГ(Мр(Д /^ г^)<о. (6)
I
Тогда существует и притом единственное слабое решение и(х}

уравнения
С

Р(х, /))//=/ в П'г1(С) такое, что

Нт(.Н,(//) С' ?)==0,

где

М .(й)511р

ЗЛ/-1.....л

и2<1х.

Теперь мы будем отказываться от регулярности оператора (1) 
т. е. могут существовать точки ՛- №Рп> -։ ... эяТ’О} такие, что
Ро(*)» главная часть многочлена обращается в нуль в этих
точках.
I Обозначим 2т ։ =-шах((р, ^)<2т, и представим оператор

а

с постоянными коэффициентами Р(О) в виде

(л,0^2п1

I Предположим, что существуют точки (։'!"• а'-|0,...» 0|
такие, что У=0, («■, ц)-2т։, /=1....... «. и пусть существует мно
гочлен Д(С) такой, что Д’('.) = Р0('.). Будем предполагать, что опера
тор Р(О) удовлетворяет следующему условию: существуем постоян
ная х>0 такая, что
I И('.)1ЧХ Г.’Г</.(|/’('•)!+։). (8)
I >1
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Решение будем искать в классе
//!₽1(ճ)=խ; |Л(Я)<։(0)+ V Р'ик։։0)<оо|.

Обозначим через Н\р}(6) замыкание множества С;(О՝) в норме

(а,ц)<1Я
1£>'սն, (01.

Тогда справедливы аналоги теорем 1 и 4 для решений нерегулярного 
оператора Р(О).

Теорема 5. Пусть оператор Р(И} удовлетворяет условию 
(8). Пусть ОаЕп неограниченная область и в О определено слабое 

решение уравнения Р(О)и^0 в классе где О область с
^-внутренним диаметром меньшим г с точностью ^-емкости 7^>0 
порядка тЛ. Существует го = го(;)>О такое, что при г<г0 либо 
и=0 либо

Теорема 6. Пусть С^.Еп неограниченная область и опера
тор Р(Р>) удовлетворяет условию (8) в О. Для всякого 7^>0 най
дется такое число г0^>0, что если г<У^ и ^-внутренний диаметр 
области С меньше г с точностью до емкости 7 порядка т}1 то 
справедливо следующее:

пусть функция такова, что
Йт(М?(/)/ еТ ?р)<ос. 
р—* 

‘ -1 ‘Тогда решение уравнения Р(1))и=/ в классе «(*)£//И (О),
1 ОС 

удовлетворяющих условию

Ит (Мь(и)/ег )<=0, 

существует и единственно.
Для ограниченной области О теоремы существования и един

ственности доказаны Г. Г. Казаряном (в).

Ереванский государственный университет

Դ. Ա. 4Ա14ԼՊԵՏՅԱՆ
2իպոէ|իպտիկ հավասարումների մի րյասի լուծումների զոհությունըվ ա ր ք լւ անսահմանափակ տիրույթներում
Աշխ ատ անքում հիպոէլիպտիկ հավասարումների մի ղասի լուծումների 

համար ապացուցվում են էւոլէ1ՒւՒ հեր ա դմ են-Լին ղե լ յոֆի տիպի թեորեմներ 
փոքր |1 ներքին տրամագիծ ունեցող անսահմանափակ տիրույթների հա
մար: Նշված թեորեմներն ապա ցուցվում են օգտվելով հայտնի ապրիորի 
գնահատականներից} Մասնավորապես աշխատանքում ապացուցվում է հե-
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տևյալը, որ եթե (յ<^£անսահմանափակ, փոքր |ւ ներքին տրամագիծ ու

նեցող տիրույթ է, ապա հավասարման թույլ լուծման հա֊
մար տեղի ունի հետևյալ ալտերնատիվան, կամ Ա=0՝ կամ

Սա I I ւՐԺձ )€~ՇՀ>Օ.Ւ- * \ յ /Չ(ք)
Օգտվելով այսպիսի թեորեմներից, աշխատանքում նշված օպերատոր

ների համար ապացուցվում են և մ իա կութ յան թեորեմներ, այնպիսի Ա

ֆունկցիաների համար Ւք'*(Օ) ղ ա ս ի ց, որոնց համար

Игл М9(и)е С> = 0,

,Ա,(«)^=տււթ I и2(1х. 
|хч-₽’*՛< յ ,
а», /-1... п иен)
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