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Г. Пусть О—открытое множество на комплексной плоскости С\ 
И пусть Д (О') —пространство всех аналитических в О функций с то­
пологией равномерной сходимости на внутренних компактах. Пред­
положим далее, что А’—линейное подпространство пространства Д(О), 
в котором множество всех многочленов от г всюду плотно.

Функция /С А, /(2)=Н"0, называется слабо обратимой в прос­
транстве X (см. (1>։)), если существует последовательность многочле­
нов {Рл}Г такая, что

Пт Рп ք= 1,

причем сходимость имеет место в топологии пространства.
В этой заметке мы займемся следующими двумя задачами:
I. Пусть ).(/■) А(г), (А(г»).(г)) монотонно растущие мажоранты 

на полуоси (0, 4֊оо) и пусть

аналогично определяется пространство Хх. Каким условиям должны
удовлетворять мажоранты и А для того, чтобы каждая ункция
/£Ад, /(г)^0, была слабо обратной в пространстве Ал?

II. Пусть А’—некоторое банаховое прос.ранство аналитических
функций в единичном круге, которое удовлетворяет следующим ус 
ловиям:

гХ-Х. и) функционалы Ф::

Ф:(/) ==/(•). Л А, М<1. непрерывны

в топологии пространства X и множество всех многочленов от г 
всюду плотно в X.

Предположим далее, что

Л А, /(2)^=0, |2|<1, ֊ЛА.

Можно ли при этих условиях утверждать, что / слабо обратима в 
пространстве А'?
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Отметим, что аналогичная задача поставлена Л. Шильдсом в (а). 
Теоремы 1 и 2 дают довольно полный ответ на указание вопросы в 
том случае, когда мажоранты X и Л удовлетворяют некоторым усло­
виям .регулярности".

Для формулировки основных результатов заметки прежде
всего введем некоторые определения.

Определение Г. Пусть X—монотонно растущий вес на по­
луоси (0, 4֊оо), будем говорить, что X принадлежит классу О, 
если функция <?(г) = 1£А(г) удовлетворяет одному из следующих 
условий:

а) для любого положительного числа А существует положи­
тельное число В — В(А) такое, что '

Ч(Аг)^Ву(г)у г£(0, +©о), (1)

при этом 4֊ос); I
б) если же <р не удовлетворяет условию (I), то существует 

монотонно растущий вес ш(О^0» *С(0, 4-оо), такой, что 
Г 

®(г)= |-------- аи,
и

С ш'(Н2
Ш(г) I ТОО, при г I 4-ос, /—— 4//<+оо. (2)

Л ^У

Определение 2. Предположим, что мажоранта

ь(г)
к принадлежит классу £2*

В этом случае мы будем говорить, что

Теорема 1. Пусть X и Л принадлежат классу й* и пусть

= О(Л(Г)), при г-Ч-ос, /1 = 0, 1, 2...

Предположим далее, что >(0֊функция обратная к функции 

-МО
что

Л(у(ег)) 
/(>(£'))

выпуклая. Если, кроме того,

А(у(/))
>(>(/))

с11 = 4՜°°,

то каждая функция /^Х\, /(?)40, слабо обратима в простран­
стве Хк.

Замечание 1. Простые примеры показывают, что при схо­
димости интеграла (3) утверждение теоремы, вообще говоря, не 
имеет места.

Замечание 2. Аналог этой теоремы для аналитических в 
круге функций, но при более жестких ограничениях на X и Л 
доказан в монографии Н. К. Никольского (’).

Доказательство теоремы осуществляется на основе лемм 1—4.
Пусть Х£Й, обозначим через класс субгармонических в С 
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функций, для которых существует положительное число 
такое, что

и(г)сс|К).(|г|), (4)

Лемма 1. Пусть ).£й, функции и и V принадлежат классу 
1Л, причем ®(0)=1. Если 41> = и—ъ субгармонична в С', то ш^и,.

Доказательство этой леммы, в случае когда ? -=|£>. удовлетво­
ряет условию (1), легко вывести, используя теорему о средних зна­
чениях субгармонических функций. Если же у удовлетворяет усло­
вию (2), то применяются результаты И. Ф. Красичков-Терновского 
<*■’)• Следующее утверждение на наш взгляд имеет самостоятельный 
интерес. Пусть Е£Х,, обозначим через Х(р) множество нулей функ- 
ции Г.

Следствие. Пусть XfcQ, пусть функции fug принадле­
жат классу Х\ и пусть Z(f)Z?Z(g).
Тогда

֊(г)' const '■'■•(jZ 
l£(*)l

где Со—некоторое положительное число, не зависящее от fug. 
Лемма 2. Пусть f£XK и

Ес л и —линейный, непрерывный функционал на то имеетХк,
место равенство

Ф(/) = |1т V

Лемма 3. Пусть / предположим, что ДА'*, тогда

const/-'(|г|).

Для доказательства этой леммы используются оценки С. Варшавского
о конформных отображениях криволинейных полос (см. (®)).

Лемма 4. Пусть /tA\, а£2. Предположим, что для произ­
водной функции ф выполняется оценка

?'(г) < const(?(r))'՜՜. гС(О, Н-оо),

где, как и прежде, = й—положительное число. Тогда су­
ществуют положительные числа Л1 = Л1(£,//) и Х=Х(й,п) такие, 
что

Dn(H(z) 
/(*)

< Af(<p(|z|))'v, n = 0, 1,... z£C\

где Р({)(г) = гф'(г).
Приведем схему доказательства теоремы 1.
Обозначим через £(/) замыкание в пространстве Хх множества 

Р/, где Р—совокупность всех многочленов от г. Предположим, что 
ф—линейный непрерывный функционал на А'Л, ортогональный к £(/՜).

159



По теореме Хана—Банаха для доказате тьства 
установить равенство

Ф(1)=0.

теоремы достаточно

Используя леммы 2 и 4, легко убедиться, что

Ф(Лл/) = 2 л^/։Ф(г,։) = 0, л—0,
А-0

н потому для любого Рп£Р

V рп(к)акФ(г'<) = 0.
*-0

Отсюда выводится, что

поФ(1) = О.
Поскольку аот^О, то Ф(1) = 0

3 . Пусть Ս-открытый единичный круг на комплексной плос­
кости и

Далее введем следующее пространство аналитических в Ս функций:

*1.= \ք>քՀձ(Ս) :|/(г);ехр(—?,(г))-0, г-1, г^иу

||/||х =տսբ |/(г)|ехр(—<р։(г)). 
• շՀՍ

Легко видеть, что А\—банаховое пространство, гХ^г^Х^ а функ­
ционалы Ф:(/)=/(;), /£А\։, 
Пусть

^6/ непрерывны в пространстве Х^.

/(г) = ехр

Очевидно, что /,
Теорема 2. .Множество многочленов всюду плотно в прос­

транстве А^։. В то же время

1п1||Р/-1||
рср
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Ֆ. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆւ^ուղ հակադարձելիության մասին անալիտիկ ֆունկցիաների որոշ տարածություններում
բավական արաղ աճոէյ ֆու 4տՒ" I (0, +օօ) կի սաւսոսէնց- 
նշանակենք ա[ն ամբողջ ֆունկցիաների տարած ու թ լունրէ

դՒյ Ոէ ք А-Ь 
/•/> А'л-՞'/
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Նշված տիսքի X և Հ (.\(ր)^./Հր)) երկու ֆունկցիաների համար, հոդվա 
պանվում են պալմաննևրէ որոնէք դեպքում ^ուրաքանչլու ք ք^. ք(№ 

քժուէէ հաեադարձե(ի է Xտարածոէ թլան մեջ։
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