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Пусть (52, /?, Р) вероятностное пространство, Р^Р^՜ ... Рпг^Р 
последовательность з-алгеор и /\— порожденная ими минимальная 
а-алгебра, /;ХС/.

В работах (1՜3) были рассмотрены вопросы о возможности пред­
ставления произвольной АД-измеримой функции /(х) сходящимися 
к ней почти всюду на 2 мартингалами {/л, Рл]* Р а также сходящи-

мися к /(х) 
* 

тельно [Рл!

рядами ^Ф<6»(Л-), где |'ЫХ)1Г.| 
1

центрированная относи-

система функций.
Для формулировки этих результатов приведем некоторые опре-

деления из работ (’) и (2).
Пусть |?я(х)| —ортонормированная в пространстве (£2, Р, Р) сис­

тема и Рп — минимальная з-алгебра, относительно которой измеримы 
все функции л=1, 2.......

Определение 1. Ортонормнрованная система 1^п(х)) назы­
вается //-системой, если

!) а-алгебра рп (я«1, 2,...) состоит из п атомов;
?) ■^1(х)=1, каждая Фл(х) при л>1 равна нулю вне одного из 

атомов а-алгебры Рп֊\ и принимает ровно два (положительно на Ал
и отрицательно на А () значения на множестве точек этого атома.

Пусть О и // -алгебра с единицей £2, 0<£<1 2 и В^
£Н. Обозначим через 5(В, о) множество тех точек €2, где условная 
вероятность Р(В/С} множества В относительно 0 удовлетворяет не­
равенству 0<Р(В/(7|^.

Определение 2. Множество 5(А, о), А^Н, называется 8-рас- 
щепляющим множеством з-алгебры О относительно з-алгебры //, 

| если:
1) Р[А/О]^ почти всюду на 52;
2) 5(В, о)С2$(А, 3) для любого //.

Существование множеств 5(А, о) и его единственность (для различ­
ных А они с точностью до множества меры нуль совпадают), уста­
новлено в (*).

Обозначим через 5(/л, п, о), 
ствующее случаю, когда О — Рщ



О п реде л е н и e 3. Последовательность а-алгебр {АЛ|ЛД։ назы­
вается {/֊последовательностью, если

(J S( т, и, — ) = Q для любого 
л-m у 2 /

работе (’) Р. Ганди была доказана
Теорема I (Р. Га иди). Если (Фя(х)|® ։ полна в Л2[0,

ляетея Н-системой, то для любой почти всюду конечной изме- 
г

рамой функции f(x) существует ряд V ап՝Ъп(х)> который сходится 
л — I

к f(x) почти всюду.
Когда последовательность (Ал] удовлетворяет определению 1.

любой мартингал

сумм некоторого ряда

Ал] является последовательностью частичных 
<х
У где 1ЫХ)1 фиксированная //-сис-
k •• 1

тема, соответствующая последовательности (Ал],
Когда (2, А, Р) совпадает с пространством Лебега и //-систе­

ма |’Ьл(х)} полна в /.2[0, 1], легко видеть, что соответствующая пос­
ледовательность {А/։} является {/-последовательностью. Кроме того 
из полноты системы {Фл(х)} вытекает, что множество Аж-измеримых
функций совпадает с множеством 
Поэтому приводимая ниже теорема 
теоремы 1.

Т е о р е м а II. (Дамб). Пусть

измеримых по Борелю функций. 
Дамба (2) является обобщением

[ Ал Г ,—d - поел едова т ел ъность. ' 1 П 1
Тогда для любой почти всюду конечной Т\-измеримой функции 
существует мартингал \fn, А„|, который почти всюду сходится 
к /(х).

Другое усиление теорёмы I дано в работе Р. С. Давтяна (3).
Теорема III * (Р. С. Давтян). Пусть \^п(х)\* Х—Н-система>

определенная на (2, А, А), такая, что
Р(lim sup Дл) = A(Q) == 1, 

л>1
где П?л=г=0}, a f(x) произвольная F^-измеримая функция, ко­
нечная почти всюду. Тогда существует ряд по системе |%(Д')],

V а„%(х), который почти всюду абсолютно сходится к /(х). 
л- 1

Верна следующая
Теорема 1. Если (Ал]— d-последовательность, то для любой 

почти всюду конечной А^-измеримой функции f(x) существует 
центрированная относительно |АП] система (<?л(х)] такая, что

У ?л(х)=/(х) п. в. на Q 
/!•» 1

и v |?„(х)|<+ои п.
л — 1

Из этой теоремы вытекает следующее усиление теоремы 
Теорема 2. Если {Еп]-д-последовательность и

в.

II.
/(х) произ-

Для системы Хаара эта теорема была доказана Ф. Г. Арутюняном (4).



вольная почти всюду конечная ^-измеримая функция, то Су- 
шествует мартингал |/„, Л„|, который почти всюду сходится к 
/(х) и |/л+1(лс)—/я(^)|<^4"пс л, в.

п ■* 1

Верна более общая
Теорема 3. Пусть {Рп\*~х — <1-последовательность и /:0 я 

”*1*՜°°» -гРР|» И измеримая функция (/(х) может принять бес­
конечные значения на множестве положительной меры), тогда 
существует мартингал [/„, Л„|, который на множестве 4 = ||/| = 

| ~ 4-о©| сходится к /(х) по мере, а на Ас сходится к /(х) п. в., 

при этом V |/л+](х)-/л(л)| • /лс(л)<֊1оо п. в. 
л —1 *

Теорема 4. Пусть . С^лС/’ и для произвольной
Т ^-измеримой функции ос, 4>оо| существует мартингал
{{п, Пл}, который по мере сходится к / на 2. Тогда [Л'л|* । яв- 

I ляется д-последовательностью.
Когда сепарабельная '-алгебра, верна следующая
Теорема 5. Пусть \Рп\-с1-последовательность и Р сепара­

бельна. Тогда существует центрированная относительно \рп\ сис­
тема (ф«(х)) такая, что для любой почти всюду конечной Р -из- 
меримой функции /(х) существует подпоследовательность нату­
ральных чисел (/?*)£_ 1? такая что:

?пА.(л')=Дх) п. в.;

2) 2 |?лл(л:)|< 1-°° п- в-
■ Г-Д

Теорема 5 является усилением и обобщением теоремы А. А. 
Талаляна (см. (5), теорема 2) о том, что существует ряд по системе 
Хаара, который универсален относительно подрядов.

Верна также следующая теорема неединственности.
Теорема 6. Пусть \Рп\-([-последовательность, Тп — 

произвольный мартингал и т любое натуральное число. Тогда 
I существует мартингал (<рл, Лл) такой, что Ит?л(-*) = 0 п. в., 
И' П ► »

։(-^)—<Р'։(лс)К'Т°° я> я /п ~ яри п^т,
л 1

И в работе (°) Ф. Г. Арутюняном и А. А. Талаляном для рядов ио 
системам Хаара и Уолша был установлен аналог известной теоремы 
Вал71е—Пуссена о единственности тригонометрических рядов. Для

I системы Хаара эта теорема формулируется следующим образом.
I Теорема IV (Ф. Р. Арутюнян, А. А. Талалян). Пусть ряд

Г V ап7.п(х) ( : )
I м-0

в где \ъп(х}\—система Хаара, обладает свойствами:
г а) некоторая последовательность (5л’у(л*)| частных сумм ря-



с).2 (*) сходится к суммируемой функции /(х) всюду на отрезке 
|0. 1|, кроме, быть может, счетного множества точек:

где п нп3) для любой точки хо£|О, 1| Нт ----- —
* ♦- 7л*(*о

..лй<... суть все те номера п, для которых /л(ло)^О.
Тогда ряд (*) является рядом Фурье функции /(х) по систе­

ме Хоара, т. е.
1
9 I

«» = I Лх)/„(х)(1х.
*)п

Теорему IV можно распространить на произвольные //-системы, 
рассмотренные в пространстве (□, Л, Р). При этом приходится ввес­
ти некоторую модификацию понятия точки пространства (2, Р).

Определение 4. Скажем, что ; = |оя|* ։ является точкой прос­
транства (О, Р) (относительно (Л, }*_,), если и
ьп атом из 0-алгебры Т'п л=1, 2, ...

Если является //-системой относительно последова­
тельности о-алгебр 
пространства (&, Р),

и ՝= точка (относительно {/>/) 
то значением функции %(х) в точке с счи­

тается постоянное значение, принимаемое этой 
и = 1» 2, • •».

нфункцией на атоме

Если задан ряд V а)г^(х), то значением 5Л(;) частичной суммы
г $

«$я(х) = ]£ Ф<ЫХ) в точке £--={М,? 1 считается величина 5«(;) = 
Др-1

= V а^х). 
& 1

Верны следующие теоремы.
Теорема 7. Пусть ряд

£ (1)
Л — 1

где ГЫ*)/* Х—Н֊система, обладает следующими свойствами:
А) некоторая фиксированная последовательность частичных 

сумм {ЗлДх)} ряда (1) сходится во всех, кроме, быть может, 
счетного множества точек £={М*ш1, т- е- существует конечный 

• предел Пгп^дД?) для всех - = где А не более чем счетное/-♦о» 
множество:

Б) ряд (1) по мере сходится к интегрируемой функции /(х)\

В) для любой точки ; имеет место Пт-—֊֊=0. где пл<Тп.<^

<С---<Слл<С-.- суть все те номера п, для которых %(;) /0- Тогда 
ряд (I) является рядом Фурье функции /(х) по системе {%(*)}: ь 
т. е.
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an ®= f(^n(x)dP.

. 1егко видеть, что теорема 7 содержит в себе теорему IV. 
Теорема 8. Пусть ряд

л- ։ (2)

1 ?«(•*)!— Н-система, обладает следующими свойствами:
1) некоторая последовательность частичных сумм {$Л/(х)} 

ряда (2) сходится во всех точках;
2) ряд (2) по мере сходится к интегрируемой функции /(.<).
Тогда ряд (2) является рядом Фурье функции /(х) по систе­

ме {%(л* )}я~։.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, под 

руководством которого выполнена настоящая работа.
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Չափելի ֆn։նկցիաGեгр մարտ ի նԼրոկ նԼրկաւաւյմտն և
նԼկրաւացմսւհ միակության ւ|երաթերյալ

ԱշՒյ ատ անրում ձևա կերպված են (աոանց ա ոչ ա ց ո ւ յցի ) որոշ թեորեմներ
չափելի ֆո ւն կց ի ան ե ր ր մ ա ր տ ին պ ա լն ե րո վ ներկայացէք ան ե ինտեզրելի ֆոլնկ-֊ 
ցիաների րլուզամիտող մ ա րտ ին ցա լն երի միակուքէյան մասին:
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