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В данной работе рассматривается изопериметрическая задача 
(։) на //-мерном дискретном торе.

Для произвольных целых чисел 1 . ^/п^-|֊оо много
значный л-мерный тор определяется как множество

лч)/—[(//-“1)/2)<х^|/։-2], X/ —целые, 1^/^л},

в котором вершины х = (хр х2, ... хя) и у » (yv у2, ... уп) считаются 
соседними, если все их координаты одинаковы, кроме одной, для 
которой |х,—у<|= l(mod//).

Пусть Д^77(/ t некоторое подмножество; скажем, что верши-
на х£А внутренняя, если все ее соседние вершины принадлежат 
подмножеству А. В противном случае вершину х£Я назовем гранич
ной вершиной подмножества Я. Обозначим через В(А) и I (Я) соот
ветственно множество всех внутренних и граничных вершин подмно-
жества Я.

Дискретная изопериметрическая задача в многозначном //-мер
ном торе Т" , ! по произвольному заданному целому числу а, (Н=-. 

И1՜п
1\ 1п

|, требует найти такое подмножество

= а, что
|£(Я)| = тах 

Л'сг?чjA*|-a
), а приРешение этой задачи при /1«=/2*= ••• да1|։) в <

. / =4֊оо -в (в). В данной работе приводится решение
изопериметрической задачи, когда все 1<«л. произвольные чет- 

Поэтому в дальнейшем будем предполагать,ные числа или
/, = 2&/ для любого /» т* е«
Г" , , =|(х„ х.........хл)/-*<+^-целые,

*1 ■>••• ‘л

Ո

и тогда условно будем писать

Определим для векторов х и УеТ՝^,.,.их сумму и разность
Х.±У։, .. •> А-я±Уя)=(֊р ՝։՛ • • •• ՝'՛՝■ ГЛе 

с,+ иЛ *<пюс12*г), когда конечное число и ■<֊>'

/. I •• •• /•

/«••• //։
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обычные операции сложения и вычитания для целых чисел, когда

п
Нормой вершины х = (лр д'2, ..., х„) назовем число ||х1|<=У |Л/|, а 

расстоянием между вершинами х и у —число р(х, у) ^=||Х֊-у||.
Обозначим |х| = (|х1|, |х։|, ..]х„|), 3(х)=«(а1, а2, ..ап), где */== 

= 1 при х„_/+1>0 и Я/= 0 при хп֊/+|=сО, и определим линейный 
порядок между вершинами следующим образом:

х*֊у (х предшествует у) тогда и только тогда, когда

В М<М или
2) [х:; = [|у| и $(у) лексикографически предшествует о(х), или же
3) |]хй=|1у(1, 3(х)=3(у) и |у| лексикографически предшествует |х|.
Множество первых а вершин линейного порядка назовем стан

дартным размещением мощности а.
Лемма 1. Если Д стандартное размещение, то внутренние 

вершины множества А предшествуют его граничным вершинам.
Рассмотрим произвольное стандартное размещение А и его раз- 

биение Д = и Л(У) по 1-ому направлению, где А(/) = |х£

£Д/д\=У|. Обозначим через В(А1(/)) подмножество внутренних вер
шин множества Д/(у) в (и — 1 )-мерном торе 7?(У) = {х£ ։֊> /*/=/}*
через е, единичный вектор /-ого направления и через Д±/е/ мно
жество {х±/е//х£Л}. Тогда

1°. каждое множество Л/(у) есть стандартное размещение в Р(>);
2 . для любого у, 1<у<^л, Дл(—/)Н-еп^^(Дл(—74-1));
3 . для любого у, Ап(у)—еп(^В(Ап()—1)');
4՜. для любого у, Ял(—У)2.Дл(У+1)—(2у+1)ел57?(Дл(—У))

или Дп(-у) = Т«(֊у) и Дл(7+1) = ^(У+1х{(^ •••* Я֊1)};

՛ 5°. для любого у, Ап())^Ап(— у)-Ь2уелЗ.В(Дл(у)) или
Ал(/) = 7՝^(» и Лл(—/) = Т"(—/)Х{(й։, А։........^„-1, —у)}.

Из указанных свойств стандартного размещения следует 
Лемма 2. Если А стандартное размещение и И1<|^։Ла |-

— 1, то
|в(.4)| = |Д|-|Ая(0)|-|А„(1)|+|й(Л/-й„+1))|+|й(Д„(А„))|.

Для двоичного набора ։ = (։,, ’2, ..։л) подмножество
։(Т՞ *) = |хГГ"

будем называть а-частыо тора ТПк к^
Для х, У^Тпк ^ к1) определим их сумму как х©у«(х1+у1, 

х2+у.,,х„+у„) = (г1, гг........хп), где х(+у։=г1(тойА<).
при а/=Г и —&,4-1«ег,^0 при «,=>0 для любого I,
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Шаром (соответственно оболочкой) в «-части с центром в точке 
х€а() 11 РаДиУсом 1г назовем подмножество

5^(х, Л) =

(соответственно подмножество О;(х, £) = £?(х, Л)/5;(х, £-1)), где 
г/—целые числа, г/>0 при а< = 1 и г,<0 при я, = 0.

Множество Оя(х, /г) = |у£/р(х, у) = 1г\ назовем просто 
оболочкой с центром х и радиусом Л.

Ясно» что определенный выше линейный порядок между вер
шинами в каждой «-части совпадает с диагональной после
довательностью, определенной в (՛), начальный отрезок которой сно
ва назовем стандартным размещением. Поэтому, если определим 
подмножество внутренних вершин множества Ас^а(Т^ к ) как (х£ 
£Д/5"(х, 1)с;Д}~Ва(А), то, используя результаты (’), может быть
доказана

Лемма 3. Если 
ния в ь-частях, что 
тар в я-части, то

Д, С, Г) и Е такие стандартные размеще- 
[С|>|Д|>Р|>|Е|, |Д|+РЫС|+|£| и С или Е

\В,\(С}\+ВЛ(Е)\^\ВЛ(А)\+\ВЛ(О)\.
Доказанные свойства стандартного размещения вершин //-мер

ного тора Т" ь позволяют доказать следующую теорему, г • •• *
Теорема 1. Если Ас~Тпкк стандартное размещение, а 

1 • I
Сс2Т" . . произвольное множество мощности |Д|, то

|В(А)>|В(С)|.
Теорема доказывается индукцией по п. Причем общий шаг ин

дукции выводится для л^З и отдельно доказывается теорема для 
двухмерного случая. При п — I утверждение теоремы тривиально.

Обозначим |Ол(х, ^)| = ^(^Р ^2, ...»/?п) и |О;(х, ......М»
в частности Л»(Л„ Ьг........*„)=/„*(*>, кг..........М = 0, если * не удов-

п
летворяет условию У -1) = ^. Ясно, что

*2. • •

где //-мерный единичный куб. Числа
1........а; определяются из следующего равенства (см. (’)):

. . 1 к Л 4 * Л I А՝> •

^-0
Пусть множество ^-стандартное размещение мощности и, в 

«-части, 0<й1<|«(7՝и.4„)1 = П а А,-стандартное размещение в 
/ — 1
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и
мощности п։, 0<а><|7;։1| ,։ |«2"*П^. тогда числа а1 и а2 

/** ։

можно представить в виде:
*

<»։= /:(*!■ *։........ *»)+*»• где 0^6։</;+1(/г։, *։........ Лл); (1)
/-О

а2 = V Г'(Л։, £։.........£.)+*,, где 0^*։<Л;+։(«։, Л„........ /г„). (2)
/-и

Если £2........Ьп), то число Ьу можно единственным
•образом представить в виде

՛*■ пг
А _ V V Х՜'*՜ I */ + '։Г + г+>/А , А А\и1~~ / /.I ('?«, + ։» ^лг+2> •••» я?»

г-0 /-0 п_

где и 1 при Согласно этому
представлению число />А(^)-всех ввутреннпх вершин стандартного 
размещения принадлежащих оболочке О"(а, £), выражается в 
следующем виде 

и 1Г "г
2 2 Г7.1‘|+,'н'1+/(Ч+1. Ч+2........М. (3)

/-« л-л,

Если 0^&2<7г;։+1(£р ^2» . •^л), то число Ь2 можно единственным 
образом представить в виде

где \^т1<^т2<^ ... <^т-.^п и 0<^и</*~л4'(^1> £«)• Согласно
этому представлению и (3), число Рг(£2) —всех внутренних вершин 
стандартного размещения Д2, принадлежащих оболочке О"(0, г), 
выражается в следующем виде:

Рг(Ьг)=^ у М+Р*-Л4Х-1(*О). ' (4)
^Еп֊т1

Теорема 2. Если Ах—стандартное размещение в г-части
мощности 

(2), то

(1),а А2—стандартное размещение в //л/11։ /£ ( мощности

2’
/-0

\В(Аг)\ 2 ^(*1. Ь
I о

В заключение приношу искреннюю благодарность Л. А. Асланяну
за постоянное внимание и полезные советы.
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Վ. Մ. ԿԱՐՍՆԱՆՅԱՆԴիսկրետ |ւ<]ոս|Լրիմետր|ւկ խէպիրր րազմաշափ ,nnrn.J

Աշխատանրռմ դիտարկվում է դիսկրետ իդոպերիմետրիկ իւնդիրր րադմ. 
ս,ր,)եք Ո-չափանի տորոլմւ Ապացոլցվոսէ է, որ երր տորի բոլ„ր ցիկ^րր ունեն 
ւյոլյդ երկարություններ, ապա հնարավոր կ տալ տորի դադաթների այնպիսի
ցծային կարցավ որվածու թ յուն, որ վերջինիս կամա յա կան հդորու թյամր սկրղբ

նախատվածներն իրենցից ներկ ա լացնեն ղիսկրետ իէլոպերիմետրիկ խնրլրի լու-
ծրլւմներէ Ստացվ/ոմ է նաև լուծումների պարամետրերի կապրւ

։ J1. /4. Асланян, В. М. Караханян, Б, Е. Торосян, ДАН СССР, т. 241, № 1 
(1978). 3 Л. А. Асланян, Проблемы кибернетики, вып. 36, М., 1979. 3 L. Н. Harper, 
J Cpmbln. Theory, 1, р. 385— 393 (1966). 4 F. В, Kruskal, Mathematical Optimization 
Techniques, p. 251—278 (1963). » 6. Katona, Studla Sclent. Math. Hungarlca, 10, p.

4 D. L, Wang, P. Wang, SIAM J. Appl. Math., vol. 32. №4, p. 
’ D. L. Wang, P. Wang. SIAM Appl. Math., vol. 33. № 1. p. 55-59 

анализ, Изд. иностр, лит, М,

131 — 140 (1975).
j F60—874' (1977).

8 Дж. Риордан, Введение в комбинаторный<1977).
19G3


