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Квазиравномерные подгруппы в полупростых 
группах Ли

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. А Александряном 26/Х 1981)Пусть С —связная полупростая вещественная линейная группа Ли. Связную замкнутую подгруппу будем называть квазирав­номерной, если однородное пространство С/и имеет два конца в. смысле Фрейденталя. Это равносильно тому, что С/С'^МхК, где Л1 —компактное многообразие (’). В работе дается классификация всех квазиравномерных подгрупп с точностью до спряженностн. Заме­тим, что случай, когда (3— комплексная подгруппа Ли в комплексной полу простой группе Ли О, был изучен ранее (12). На протяжении всей работы мы будем свободно переходить от языка групп Ли к языку алгебр Ли и обратно, используя следующие соглашения: груп­пы Ли будем обозначать заглавными, а их алгебры Ли соответ- ствующими малыми латинскими буквами.1. .Мы будем использовать известное описание параболических подалгебр в полу простой алгебре к над R (3). Пусть карта-новское разложение, где к—максимальная компактная подалгебра, и пусть Л —картановская подалгебра в #, содержащая максимальную абелеву подалгебру Л-Ср, А = /г+-|-А_, где А+С£. Обозначим через систему корней алгебры отнотительно Лс и через А систему кор­ней симметрического пространства И/К (4Т Ограничение р.:а-*а|А_ отображает на △. Пусть = — = ^о- Обозначим че­рез £аС#с(а€2) и £(а£А) соответствующие корневые подпрос­транства. Введем в У упорядочение, инвариантно относительно естественной инволюции □ *, порожденной комплексным сопряжением.перенесем его на А и обозначим через П(_,2 и П._А соответствую­щие системы простых корней. Тогда П«П0^ПР где П0С Пхр(П։) ==П и слой отображения {НП^П совпадает с орбитами инво­люции индуцированной з».Известно, что любая параболическая подалгебра в р сопряжена стандартной параболической подалгебре нГ1 где I ст! I!—произвольное а-инвариантное подмножество и
Дг = $г~|_^г4'лг;при этом яг—нильрадикал в я,, б^г+б-редуктивная подалгебраЛеви, $г полупроста и сг—центр в гг. Имеем сг=^с+֊Ьсг, ые57



с֊^1±, с^ = Апп(ПоиГ). Далее, $г—пол у проста я подалгебра в £у от­вечающая подсистеме ПоиГсП. Пусть Щ—объединение всех связ­ных компонент схемы ПоиГ, состоящих из корней системы По, и пусть П^ = П0^П'. Тогда где 5՞—идеал, отвечающий под­системе П,;иГ и не содержащий нетривиальных компактных идеалов, а компактный идеал, отвечающий подсистеме П’. Положим г* = = $й4֊с+. Наконец, пг — У £\ где Д*—система положительных корней Г Х6А* из Л. не выражающихся через Г = р(Г).2. Опишем теперь четыре класса подалгебр и в полупростой.алгебре Ди g над R. Пусть выбрана некоторая а—инвариантная под- 1 - -система rczHj (или, что равносильно, некоторая подсистема ГсЛ1).I. u^=s;4-^+«r, где 7—подалгебра в г*4-с“, причем dim= = dimc՜—1.II. Предположим, что snr содержит простой идеал типа $о(1, //), где п^2. Пусть s" = so(l, n)Qs' и $о( 1, /4—l)Qso(l, п) —стандартно вложенная подалгебра. Тогда положимw = (so(l, /г —!)©$') + <?--Иггде —подалгебра в 4- с~ и pr- q = с~, если п Зи
где и Рг^\.\^с- д~$о(\,1)д-с՜, если п = 2.111. Пусть а^П/Г—корень, ортогональный к Г (в частности, Г^ПД Тогда положим иел*\(х.2х»где т -подалгебра в рс~гт = с- и п — такое подпространствокоразмерности 1 в что (т, п|С£л.IV. Выбрав а£П, как в предыдущем пункте, положим

44 = $яЧ֊т-|-£2Х4- Упричем ^)+^А—подпространство, определяющее рав­номерную подалгебру в алгебре Ли ^=(г*Ч֊(сггП^г ' ) + £''+К2'•Очевидно, Ь—полупрямое произведение компактной и абелевой аЛгебр Ли. Равномерные подалгебры в таких алгебрах описаны в (5).Теорема 1. Если Еаб—связная замкнутая подгруппа в ли­
нейной полупростой группе Ли Су отвечающая одной из подалгебр 
типов 1—1У, то и квазиравномерна.Доказательство основано на построении некоторых естест­венных расслоений многообразия G/U. В случаях I и 111 получаем главные расслоения с компактной однородной базой и слоем /?, в случае II—расслоение с компактной однородной базой и слоем SO(1, п)/SO(1, п—!)«=/? К5Я՜1, при п^З, или слоем ThXR при п=2, в случае IV —расслоение с компактной однородной базой и слоем ThxR.3. Сформулируем наш основной результат.



Теорема 2. Если U— квазиравномерная подгруппа полупрос- 
той линейной группы Ли G, то подалгебра u^g сопряжена одной 
из подалгебр типов I —IV из п°2.Доказательство теоремы 2 разбивается на три этапа.1) и — редуктивная подалгебра в g. Используя расслоение Карпелевича—Мостова и известную классификацию симметрических пространств, содержащих вполне геодезические подмногообразия ко­размерности 1 (d), приходим к подалгебрам типа II (в предположе­нии Г = ПХ).2) а—не редуктивняя алгебраическая подалгебра в g. Пусть 
и = r-f-n— разложение Леви алгебры Ли //. где л —нильрадикал. Как известно, мы можем считать, что wQj/r для некоторой подсистемы ГсПр причем rcrsr-|-cr, лстл,. Используя естественные расслоения, получаем, что либо п = яг, либо dim лг—dim п — 1. В первом случае приходим к типам I и II, во втором—к типу III (с алгебраическими подалгебрами q и т).3) и — не редуктивная и не алгебраическая. Тогда ее алгебраи ■ческое замыкание и — не редуктивная алгебраическая подалгебра, причем она соответствует либо квазиравномерной, либо равномер­ной подгруппе в G. В первом случае и— одна из подалгебр типов I, II, IV, а во втором случае — подалгебра типа I.

Следствие. Пусть в предположениях теоремы 2 g — разло­жимая вещественная алгебра Ли. Тогда и сопряжена одной из под- алгебр следующих трех типов (ГсЛ1 =Г1— некоторая подсистема):I, ne=sr֊|֊a֊!֊«!» где л—подпространство коразмерности 1 в сг;II. Г содержит изолированный корень, т. е. $г = $о(1» 2) и 
и (so(l, 1) s'Hc-H-'MIII. и=$г4-Сг+ X где Г —корень, ортогональный к Г.В другом частном случае, когда g—комплексная полу простая алгебра Ли, теорема 2 дает новое доказательство основного резуль­тата работы (2).4. Теорему 2 можно применить для описания транзитивных действий некомпактных полупростых групп Ли на многообразиях ви­да ТИХ/?, где М —однородное пространство компактной группы Ли. Пусть А՛—максимальная компактная подгруппа полупростой линейной группы Ли G, А—связная замкнутая подгруппа в К. В работе (՛) подгруппа L называется (j-подгруппой в А, если естественное дей­ствие группы К на К-^I- продолжается до действия группы (л т. е. имеем K/L^G 'U. В (3) явно перечислены подалгебры I: k, соот­ветствующие G-подгруппам АсА' (они называются g-подалгебры). Аналогичный результат в нашем случае формулируется следующим образом.Теорема 3. Пусть Ьх-связная компактная подгруппа в А. 
Д гя того чтобы на многообразии К L^'R существовало тран ш- 
тивное действие группы G, индуцирующее структуру однородного 
К-расслоения с базой К/Ц и слоем R, необходимо и достаточно, 
чтобы подалгебра содержалась в некоторой g-подалгебре 



Icjt, причем либо 1^=1՝ либо Z«=so(z/)f I и տօ(/! —1)ф/, где п^2
и $о(п) максимальная компактная подалгебра в идеале типа 50(1, п) редуктивной части подалгебры иС2р, отвечающей I.Автор искренне благодарен А. .1. Он ищи ку за внимание к работе.
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X. Մ. ԽՈՍՐՈՎ4ԱՆՔվսպիհավասսւրաչսւփ Լն թսւխ մթե гр կիսսւսյսյրզ Լիի խմթհրում
Հողվածում նկարագրված են Ը իրական կիսապարգ գծային Լիի խմրի 

բվագիհավասարաչափ Լ} ենթախմբերր, այսինքն (} Լիի խմբի բո[ոՐ կապակ֊ 
գրված փակ Ա ենթախմբերր, որոնց դեպքում 0/Ս համասեռ տարածություն֊ 
ներր հոմեոմորֆ են ձձ^հքՀ֊ինչ որտեղ М ֊ ր կոմպակտ բազմաձևություն էէ
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