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В статье рассматриваются псевдочисла, т. е. конструктивные
псевдосходящиеся последовательности рациональных чисел; иссле­
дуется классификация псевдочисел в соответствии со скоростью схо­
димости их приближений. Регуляторами сходимости псевдочисел яв­
ляются всюду определенные предельно-рекурсивные функции — псев­
допределы конструктивных последовательностей рекурсивных функ­
ций (’2). Работа выполнена в рамках конструктивного направления в 
математике (3'4).

Основные понятия и определения. Мы будем использовать по­
нятия и обозначения из (4՜7). Через Ж, и е/* обозначим соответ­
ственно геделевские нумерации частично рекурсивных функций, рекур­
сивно-перечислимых множеств и рациональнозначных частично-рекур­
сивных функций. Для краткости изложения введем следующие обозна­
чения: П —множество псевдочисел, Л—множество Л՝-чисел (5), ОРФ —
множество общерекурсивных функций, ПрРФ—множество всюду опре­
деленных предельно-рекурсивных функций. Если’А՜ —множество функ-
ций/ то через К | обозначим множество неубывающих функций из А', 
а через А'* обозначим множество неограниченных функций из А' [ .

Введем некоторые понятия и обозначения, относящиеся к псев­
дочислам и ПрРФ (ср. (8)).

На множестве ПрРФ определим отношение мажорируемое™ (<) 
и строгой мажорируемое™ (<). Пусть /£ПрРФд и ££ПрРФЬ тогда 
отношения и определяются следующим образом:

Если /?£П, то через 1Р обозначим минимальный регулятор схо­
димости относительно отношения строгой мажорируемое™. Если /— 
двуместная общерекурсинная функция, то через / будем обозначать 
предельно-рекурсивную функцию, определенную на основе /; точку
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над / будем опускать в тех случаях, когда это не приводит к не­
доразумениям. ֊ 1

Пусть /£ПрРФ|. Определим множество псевдочисел Д/ следую­
щим образом: скажем, что в том и только в том случае, когда 
существует бесконечное рекурсивно-перечислимое множество Д та­
кое, что выполняется следующее соотношение:

Ул|х^Л=>Ууг|у, г>/(х)=»|р(у)—р(г)| <2-'||. (1)
Нетрудно убедиться в том, что (1) эквивалентно следующему соот­
ношению:

Теорема 1. Существует неубывающая предельно-рекурсив­
ная функция мажорирующая любую обще рекурсивную функцию 
и такая, что

Теорема 2. Для любых неубывающих предельно-рекурсивных 
функций к и И существует неубывающая предельно-рекурсивная 
функция / такая, что Л не мажорирует / и ~| Д(/?/ = А\>).

Изложим основные конструкции, применяемые в доказательст­
вах теорем I и 2. В дальнейшем используются двуместные обще­
рекурсивные функции и &/ со следующими свойствами:

1) У։>|'у[и(Л- У)| €ОРФ|1;

2) ^[^П-»ц€ПрРФ|&т( = /„]; 
. 9

• 3) У/ур.х|9,(х, у)]£ОРФ||;

4) У/хр.уРДх, у)СОРФ|];

5) У0[։</=>Уху|9((л, у)<9Дх, у)||;

6) УЛМПрРФ?];

7) У/_]_|а/|^€ОРФ&9< = ?>|;

8) У։[<ь€ ОРФ=»'?(<9,|.

Возможность построения таких функций легко устанавливается
посредством применения обычных диагональных теоретико-алгорит­
мических конструкций.

Для двуместных функций /, построение которых проводится 
по шагам в процессе доказательств теорем 1 и 2, мы будем на каж­
дом х-ом шаге процесса строить значения /(х, $) при х«с$ и под­
разумевать, что значения /(5, у) при у<Д берутся равными /(5, $).

Доказательство теоремы 1 проводится методом приоритета. 
Пусть 5, х, С 7 — натуральные числа. Через Л* обозначим следую- ** •• »/
щее множество:
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AJ,<./={V : '֊1г|у < s)«6,(x, s)|}.

Будем говорить, что х допустимо по / относительно конечного 
множества А на 5-ом шаге, если

x^s&J<s&xe U%,&Mx. s)<W) (х, s);

V/у [ г< > & Z<M & у =s s <& у £ s)<9((y, s)|.

Будем говорить, что i устойчиво в точке х на s-ом шаге, если
Vy[y<x=* |y£U^(/5--1) = 0<(у, s)&

Л [Wy> 5—l)^6/(y, s-^l)=>T/(.)(y, s)^8i(y, $)]•).

Определим теперь функцию / по шагам.
Шаг 0. Положим /(0, 0)=0 и Ео=0.
Шаг (5-1-1). На 5-ом шаге уже построены Е5 и /(х, 5) для

Этап 1. Возможны два случая:

а) £\=0. Положим В = 0 и переходим к этапу II.

б) Es=/=0. Пусть £Л = { (х0, /0), . . (х„, /„)},
т = 0, . . (л—1).

Обозначим через следующее множество:

Г ДР + 1 И

•’ (Хг, te)}, где е^п.
Индуктивно определим свойство Р множества Л, следующим 

образом: Р(Д0) имеет место в том и только в том случае, когда:
1) /0 устойчиво в точке х0 на (5 4- 1)-ом шаге,
2) хо допустимо по /0 относительно множества 0 на ($4-1)-ом 

шаге.
Далее, Р(Л,+։) имеет место в том и только в том случае, когда:
1)
2) /г+1 устойчиво в точке хб+։ на ($4-1)-ом шаге;
3) хе+1 допустимо по относительно множества Л* на 

(5 4- 1)-ом шаге.
В этом случае определим множество В следующим образом:

если
если

ПР(А);
Р(А0), (2)

где f«max{e: Р(ЛГ)}, и переходим к этапу II.
Этап II. Обозначим через Q следующий предикат: Q(x,у) име­

ет место в том и только в том случае, когда J^B и х допустимо 
по j относительно множества на (5֊Н )-ом шаге.

Возможны два случая.
а. Существуют х и j такие, что Q(x, у).
Пусть х - mln {х : S/Q(x, у՜)), a j таково, что Q(x, /) (заметим, 

что 3lyQ(x, у)). Полагаем
£J+i = #U{(x, /)}.
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Если /?=0, то положим /(х, 54՜ 1) = 0;(х, $+1), где 0=^ х=^$+1 ;
если В^0, то из (2) имеем В-~АГ, тогда

/(*»$),
0;(х, $+1),

если
если

0^х<хс;
хг<х<$+1,

и переходим к шагу (5+2).
б. Для любых л и / имеет место С2(х, /). 

Е։<1=8.
Если В—0, то положим /(х, $+1) = 0, где 

В=£0, то из (2) имеем В — Ас\ тогда положим

Тогда полагаем

0^х^$ + 1; если

/О,«),

/(Хг, 5),

если
если

0< хс;
ХГ<^Х<5 + 1,

/(Х,5+1)

и переходим к шагу (5+2).
Этим завершается построение функции /. На основании построе­

ния можно показать, что функция /—требуемая.
Доказательство теоремы 2 проводится методом приоритета, при­

чем организация приоритета аналогична методу, применяемому в тео­
реме 1. При доказательстве этой теоремы используются результаты 
из (՝ 30), а также следующая лемма:

Л е м м а. Существует неубывающая неограниченная предель­
но-рекурсивная функция g0 такая, что для любой неубывающей 
предельно-рекурсивной функции р имеет место следующее утверж­
дение: •

П(Я։,=«։), где й-։ = тах{ё-0, я}.
Изложим основную конструкцию доказательства теоремы 2.
Пусть #£ПрР<И и А£ПрРФТ, а £0—такая функция, что для нее 

выполнены условия леммы. Определим функции ^1։ g2, и д сле­
дующим образом:

КА*, у) = тах{£„(х, у), £(х, у)};
Я։(х, у) =тах|£1(г, у) :г<х};
й.(х, у) = тах{Л(х, у), gг(x, у)};

</(х, ։) = тах {у : Эг|у =£ z^s&gг(z, х)г£й։(х +1, 5> + 11}.
Будем говорить, что х допустимо по / относительно конечного 

множества А на 5-ом шаге, если

х<$&/^$&х£ 1Г;(у)&^2(х, 5)<7/(/>(Х, х); Г
Ч1у\1<У&1$А&у^(1(х, $)&у£ №2(у, «)].

Будем говорить, что I устойчиво в точке х на 5-ом шаге, если

АДх+Ь 5—1) = ЛДх + 1, $)&б/(х, 1) = б/(х, $);

V у । у е=х-=> [ у с ^';(0‘1*^(у. «^1)-^,(у, «)&

&|£։(у, «-^1»7Ш>(У. « ■ «)>7«о(У> «)||-
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Определим функцию / по шагам.
Шаг 0. Положим /(0, 0)==0 и £о=0.
Шаг (^4՜ 1)- Па 5-ом шаге построены Е3 и /(х, 5) для х^5.
Этап 1. Описание этого этапа полностью совпадаете описанием 

этапа I в доказательстве теоремы 1.
Этап II. Обозначим через р следующий предикат: ()(х, у) имеет 

место в том и только в том случае, когда у^В и х допустимо по у 
относительно множества на (54-О-ом шаге.

Возможны два случая.
а) Существуют х и у такие, что (}(х,у).
Пусть х = т1п{х : ЭуР(х, у)}, а у такое, что Р(х, у) (заметим, 

что Э!у’Р(х,у)).
Положим Ез+\ = Ви{(х, /)}.
Если В=0, то положим

£2( տ + 1), если
А1(х4-1,54-О 4-1, если х<^х^54-1.

Если £/0, то согласно (2) имеем В — Лс. В этом случае положим

/(х, 5), если
^2(х^54-1), если
^ւ(л:4-1,5-4-1)4-1» если

0<х«/(хй 54-0, 
б/(Хг, 5+1)<х<х, 
х < х տ 4֊ 1

и переходим к (54-2)-ому шагу.
б) Для любых х и у имеет место 

Ех+\ = В.
Если В=0, то положим

С?(х, у). Тогда положим

/(х, 54- 1) = 0, где 0 х 5 4-1;

если /?л=0, то как и выше, имеем В = АГ- тогда полагаем

/(*, 54-1) =
если 0^ х^(У(хГ154-1), 
если 5 4-1

и переходим к шагу (54-2).
Этим завершается построение функции /.
Можно показать, что построенная функция /—требуемая.
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II. Մ. ՄԵԼԻՔ9ԱՆ
Երկու թեորեմներ փսևղոթվերի ղասերի վերաբերյալ

Հողվածում ապացուցվում են հետևյալ երկու թեորեմները։
1, Գո յութ յուն ունի չնվաղող սահմանային ոեկուրսիվ այնպիսի ֆունկցիա, 



որ այդ ֆունկցիան մաժորում է կամայական ընդհանուր ոե կուրսիվ ֆունկցիա­
յի և այդ ֆունկցիայով որոշվող փսևդոթվերի դասը համընկնում Լ կոնստրուկ­
տիվ իրական թվերի դասի հետ։

2. Նախօրոք տրված թե // չնվաղող սահմանային ոեկուրսիվ ֆունկցիա­
ների համար գոյություն ունի չնվադող սահմանային ոեկուրսիվ ֆունկցիա խ 
այնպես որ հ -ր չի մաժորում /-ին և թ ու Հ ֆունկցիաներով որոշվող փսև­
դոթվերի դասերը համընկնում են։

Л ИТЕРА ТУРА - ԳՐԱԿԱՆՈԻՒՅՈԻՆ
1 E. M. Gold, J. Symb. Logic, v 30, I (1965). 2 Б. А. Кушнер, Сб. работ по тео­

рии алгорифмов и мат. логике, М., ВЦ АН СССР. 1974. 3 А. А. Марков, Тр. Мат. ин- 
та АН СССР. т. 67 (1962). 4 Н. А. Шанин. Тр. Мат. ин-та АН СССР. т. 52 (1958). 

Б. А. Кушнер. Лекции по конструктивному мат. анализу, Наука, М., 1973. 6 А. А. Мар­
ков, Тр Мат. ин-та АН СССР, т. 52 (1958). 7 X. Роджерс, Теория рекурсивных функ­
ции и эффективная вычислимость. Мир, М., 1972. e С. М. Меликян, ДАН Арм ССР 
т 73. № 2 (1981). 9 С. М. Меликян, Тезисы IV Всесоюзной конференции по мат. логи­
ке. Кишинев. 1976. 10 Н. В Петри, Сб. работ по теории алгорифмов и мат логике М, 
ВЦ АН СССР 1974.


