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и слабой операторных топологиях

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 10/У1 1981)

Пусть Н— гильбертово пространство над полем С и В(/7)—ал
гебра всех ограниченных линейных операторов, действующих на Н 
в равномерной операторной топологии. Теорема Фуглида утверждает, 
что если для нормального оператора 1\Г£№(Н) и для оператора Т £ 
£В(А/) имеет место соотношение МТ=ТМ, то А'*7’= ГА*. Путнам 
обобщил эту теорему, установив, что если для пары нормальных опе
раторов Л\, Л'2£В(А/) имеет место условие где Т£Ъ(Н), то

(см., например, (х), с. 337). Позднее Р. Муром (см. (2)) 
был получен асимптотический вариант теоремы Фуглида — Путнама: 
при фиксированных нормальных операторах А/2£В(//) для каждого 
оператора Т с ||Т|^1 и каждого е>0 существует такое о>0, что из 
|ЬУ1Т-ТА8||<г следует ||А։Т—ТМа’|<Е. В дальнейшем Е. А. Горин и 
автор в (3) усилили результаты из (2), установив, в частности, сле
дующую теорему. Пусть а1։ д2, Ьг—такие элементы комплексной 
банаховой алгебры, что [аР = £2|=0 и |ех°»-х&'| = о(|Х|1-),
ц£к/7։-)А]| = о(р,|1/2) при |к|-->оо. Тогда равномерно в каждом шаре х||=^ 

имеет место неравенство |£։х—£2л||<<рхп2|), где ®(е)->0 
при е-*0. Из этой теоремы, кстати, следует, что ,нормально сопря
женный- элемент Ь к элементу а. т. е. такой, что ||еХа“х*|| = 0(|'Т2) и 
[а, £|=0, определяется однозначно, если он существует.

Недавно Д. Роджерс (см. (4)) показал, что теорема Мура оста
ется справедливой, если в алгебре операторов гильбертова простран
ства вместо равномерной рассмотреть сильную или слабую оператор
ную топологию.

В данной работе, используя методику работы (34), мы обобщаем 
результаты работы (4) в том же духе, в каком работа (3) обобщает 
теорему Фуглида —Путнама —Мура.
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Теорема. Пусть X—банахово пространство А3, В՝, В3( 
СВ(А'), причем [Лп £11 = 1^2, В2|=0 и |;еАЯ’"хл»|| = о(р||/2), ||^й*-лЛ»|| = 
= о(рф/2) пРи 1М՜*00- Тогда для каждой окрестности нуля и в 
сильной (или слабой) операторной топологии существует такая 
окрестность нуля V (в той же топологии), что из условий ||Г||<.1 
и АХТ—ТА£У следует, что В^Т—ТВ^и.

Доказательство. Доказательство проведем сначала для 
сильной операторной топологии. Не ограничивая общности, можно 
считать, что |Д,Ц«СН где /==1, 2. Чтобы упростить выкладки,
положим и)(г) = 1пах||£хв*_ХА'||, где /=1, 2. Так как <»(г) = о(г1•-), то по 

|а|-г

каждому £>0 найдется такое г>0, что - — — ■—— <^е. Пусть К-

= (“‘(НЧ-1124-1 и Г, = {Ц-С : р.|=г}. Пусть натуральное число п таково,

что
г*
к\

<е~т. Рассмотрим окрестность нуля

Д/=С/(л, е)«{Г:|Тл|<е, где х£Х, И=1}.

Пусть А/(л)-=-ехв<, где /=1, 2. Тогда функции /?Да) — равномерно не
прерывные функции от а на Гг со значением в В(Л'). Поэтому су
ществует такое конечное множество РСГГ, что для каждого при 
подходящем т£Р

[Л1(М-А1(1)|Ц-||Л2(֊֊М-Л2(֊1)11<е-.

Пусть о = (ге2г)՜1 и
Р) = {Л : ||ЛА'2уЛ<'>, где ^Р? /«=0, л|.

Понятно, что ||ут||«^<«(г). Возьмем произвольный линейный опера
тор Т с ||Г|'^1 и рассмотрим векторнозначную целую функцию /(>•) = 
= Л1(а)7'Л2(—Х)х=еХВ|Те“хв*х. Так как ||А/(а)||<^г, то для а, ч£Гг, где 
(£Р, имеем

[/(Ч֊/(7)^И1|Л1(М֊л1(-гЧ4-||а2(-х)-л2(-т)11}<1.
Отсюда получаем, что ||Дг< тах||/(7)||: 7^Р| + 1, где ||/||г = тах{||/(/.)||:

Оценим ||/(т)1’» когда т£Р:

||/(7)|| = |к1в|Т^~^в’х|Кш2(г)Т— Те ^»)Х

Хе-^в^А^х'^1ч:г(г)А-^г1(^~~1'4‘Т — Ге“"’^»)уТ||,

Теперь заметим, что

(е~^А՝Т— 7>~*л’)у115^

а так как
Ь-1

А\Т-ТА^ = \\ Ак֊^1(АгТ—ТА2)А1 и А'Г-ТА^У, то 
/֊о

|(Д‘Т-ГЛ^УЛ^Л«.
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Таким образом, имеем, что

Окончательно получаем, что ||/|'<1ш(г) + 1 ]*-М. 
В силу формулы Коши

'(0) =
2тл

Ժ/.,
откуда

Так как — , то Но так как /'(0) = (Вх Т՜ ТВ2)х, то
с

получаем, что ВхТ—ТВ£и,
| Теперь наметим доказательство для слабой операторной тополо

гии.
Рассмотрим окрестность нуля

и=\Т: МТх)|<£, где с И = 1, ||? = 1}.

Для целой функции В(>.) = <?(е™՝Те-)в՝х) положим ЛТг(А) = тах{|/?(/ )|: 
:|К|«®г|. Как и выше, для X и ? из Гг, где 7£Р, имеем, что ЛД(Л)^

<шах ||Л(7)|: т€Р| + 1.
При £ = (ге1г)՜1 определим окрестность нуля

1/ = {А : с/ = 0.......... /г-1;* = 0....... л, т€Р|.
где функционал Фт определяется по формуле 
гично предыдущему ЛЪ(Г)<|ш(г)4-1|2т1.

՚Հ(շ) == Анало-

И с пользуя интегральную формулу Коши, получаем, что1И

| Иг)+1| +1 ՝ а так как , то |Л'(0)|<^£.
Г е

-=^[(^7—ТВ,)л], откуда следует, что ВхТ—ТВ.^и.
| Теорема доказана.
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1Г. К ЧИРИЫКЪвШЪ

Однако ^(0) =

Ֆուզլիդ— Պուտնամի թեորեմի ասիմպտոտիկ տարբերակը զծափն ուժեւլ և տոպոլո զիան երումսահմանափակ օպերատորների վերաբեր|ա| թույլ օպերատորային
Տվյ*պ հ ողվածում ստացված / Հետևյալ արղ(ունբր։

^Ւ9քԱք А —րանախլան տարածսւ ՀԺ յան է և Др Д2> Յշ գծային
սահմանափակ օպերատորներ են ղործ ող տարած ու թ լունու մ, րնղ որում|Др 5,1 = [Л,, 5,|=0 և ||е'в'֊1-’'|| = О(|).|1'2). к‘в’-"11 = О(Р|։|’). ЬГР 1Ч-"»

գե Այգում դրո I շրջակայքի ^ամար ուժեղ (կամ (^ոլ11)
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օպե րատ ո րա լին tn ո պո լո դի ա լու մ դ ո լա (J լան անի ա լնպիսի 4(էՈ1ի 1-Հ //ս>/Ք (նուլն տոսլոչուլիէսլա մ որ երր / 1 ե Л-^Г — 7*/4շ£1/է ապա
TB£U՝

շրջա֊
B,T~

Նկատենք, որ հնորմալ համալուծն քՀ օպերատորը /1 օպերատորի նկատ

մամբ, ալս ինքն ալնպիսին, որ [Д, Ц | = 0 և ||^ХД ' z ,| == О (|Z|11յ) որոշվում է 
միարժեք, եի}ե ալն ւքոլու^լուն ունի։

Հավասարար ափ о պե ր ա տ ո ր ա լին տ ո պոլոդիալի համ ար վե րոհի շլալ ար 
դլոլնքր մինչ ա/դ ստացված ( ե դե լ Ե. Ա. 4'որին ի ե հե դինակի կոդմ իդ։

1՚րր А >իւրերտլան տարածու թլուն Լ և յ ^1՝ նորմալ դծ ալին սահմա^
սա tfiաէլ օպսրաա որսսր սս rj 

!Ւո^երսի արդլանքներր։
տարաձ ու թ լանու մ, ապա ստադվու մ են
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