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В работе рассматриваются некоторые проблемы, касающиеся су­
ществования в двудольном мультиграфе вложенных реберных под­
множеств специального вида. Проблемы такого тина возникают, на­
пример, при исследовании реберных раскрасок двудольного мульти­
графа (’ 3). Показано, что рассмотренные проблемы являются А;Р- 
полными. (Все неопределяемые в настоящей работе понятия можно 
найти в (*) и (5)).

Пусть (7= (Ир £■)—двудольный мультиграф, Нс^Е, а с(х) и
^'(х)—отличные друг от друга целочисленные функции, определен­
ные на множестве вершин 140 Ц и для каждого х£ I։0 И2 удовлет­
воряющие условию О^Цх)^с'(х). Число ребер из Н, инцидентных 
вершине х, будем обозначать через ря(х). Подмножество Н назы­
вается с-сочетанием (с'-сочетанием) мультиграфа О, если р//(х)^цх) 
(рн(х)^с'(х)) для каждого х^И։иИ2. Наибольшее по числу ребер 
г-сочетаиие (с'-сочетание) называется максимальным с-сочетанием 
(с'-сочетанием) мультиграфа О. Число элементов произвольного мно­
жества А будем обозначать через |Д|.

Замечание 1. Используя алгоритм, предложенный в работе 
(в), максимальное с-сочетание (^'-сочетание) мультиграфа О = (И1։ 
У8; Е) можно построить за время О(л3), где л = |1։1Л 21-

Цель настоящей работы — доказать АР-полноту следующих 
проблем.

Проблема I.
Вход. Двудольный мультиграф 1’2; Е), отличные друг

от друга целочисленные функции с(х) и с(х), определенные на мно­
жестве и для каждого х£ 14 Ю 4 удовлетворяющие условию
О < с( х) «с с'(х).

Свойство. Существуют такие подмножества Р։ и Е2 множест­
ва Е, что ЛХСР2* и для каждого х£ 40 4 рг։(х) = с(х), Рг.(х)~с (-*)-

♦ Здесь и далее подразумевается строгое включение.
259



Проблема 2
Вход. Двудольный мультиграф С?2 = (1/1, У2; £2), отличные друг 

от друга целочисленные функции с(х) и с'(х), определенные на мно­
жестве Г\и1/2 и для каждого х£1Ди У2 удовлетворяющие условию

Свойство. Существуют максимальное г-сочетание Н} и макси­
мальное с'-сочетание Н2 мультиграфа 62 такие, что НхаН2.

Проблема 3.
Вход. Двудольный мультиграф С3 = (1/1։ 1/8; целое число 

м>0, отличные друг от друга целочисленные функции с(х) и с'(х), 
определенные на множестве к\и 1/2 и для каждого х^к^и^ удов­
летворяющие условию О^с(х) с'(Л)-

С в о й с т в о. Существуют с'-сочетание £2 и максимальное с-соче- 
тание £, мультиграфа О3 такие, что и |/?2|>/п.

Проблема 4
Вход. Двудольный мультиграф О4 = (У1у 1/2; £4), целые числа 

тх и тъ 0^ отличные друг от друга целочисленные функ­
ции с(х) и с'(х), определенные на множестве к\и к2 и для каждого 

удовлетворяющие условию 0^с(х)^с'(Л)-
Свойство. Существуют г-сочетание Нх и с'-сочетание Н2 муль­

тиграфа (1Х такие, что НХ(^Н2, |//1|=/и1։ \Н2\ = т2.
В работе (՛) исследовалась проблема составления расписания, 

которая формулируется следующим образом.
Вход. 1) множество АУ—{1, 2, 3};

2) подмножества Тъ . . ., Тп, где Т^Н и |Г/|^2, / = 
= 1, . . ., п.

3) (0 — 1)-матрица /? = (/?«/) размерности п X /л, где 
т
V /?,, = |Т,|, ։=1......... п.
։ -1

Свойство. Существует такая функция /(г, /, А), /(/,/, Л)£{0,1}, 
что 

а) =
з

б) 2 /(Л У, А) -=Л-1

В) - /(с/, Л)^1, 1<А^З;
(-1

г) 2/(^ У, А)< 1, 1<А<3.
/֊1

Утверждение 1 ( ). Проблема составления расписания яв­
ляется ЛгР-полной.

Утверждение 2. Проблема составления расписания поли­
номиально сводится к проблеме I.

Доказательство. Пусть = {2, 3}, Ы2 —
= {//Л = {1,3}, ^={г/Л = {1,2}, !</<«}, ^i=[i|Tl-{\:2^}t
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1</^л}, |М| = ///, /=1,2,3, 4. Ясно, что ЛУГ)У/=0,
п

,714-л2+Лз+л4 = /г. Из условий (б) и (в) следует, что V 3, у= 
» «-1

= 1, ... /и. Определим двудольный мультиграф О1 = (1/р 1/2; £,) сле­
дующим образом. Положим ........^-мЬ ^, = {уР . . ., уш}. Во
множество Ех внесем ребро (х{, у7) с кратностью 1, если /?//=. 1, 

1</<л, и ребро (хл+1, у/) с кратностью 3—У/?//, У=1, .... т.
/-1 

п п п
Тогда рг,(л-„+|)=3/п - V V р11 = Зт-'^\Т1\=Зт֊(2п.+2п, + 2п,֊-Зп,)= 

/-1 /-1 /-1 '
=3/и—2л—л4^0. На множестве вершин 1/г1 и определим функции 
с(х) и £■'(-*) следующим образом. Для каждой вершины поло­
жим с(г)=0, с(г)=1, для каждой вершины положим с(г)=
--с'(2)= 1, Для каждой вершины □ Л\и Уг положим с(г)=1, 
с'(г)-2, а для вершины лл+։ положим с(хл4.։) = тах {0, т — п 4- я։|, 
с'(-*г։+1) = п։ах{с(хл 1), 2т—2п-\-пх-\-п2}. Пусть существует функция 
/(/, у, А), удовлетворяющая условиям а) — г). Тогда т^п2-\-п3 |-л4, 

/73Ч-/74, м^/^-г л2 + л4 и поэтому О^т -п^֊п1=с(хГ1+\)^с,(хП4 ։)
= 2/п—2л4-л14-л։=^р£1(хя+1). В мультиграфе в1 определим подмноже­
ства ребер Ех и Л2 следующим образом.

1. Если /(/, У, 1) = 1, то ребро (х։, у,) внесем и в Лр ив Л, а 
если /(/, У,'2)=1, то ребро (х/։ У/) внесем в Л-Л/у, 1^/^л, 1^У^/п.. 

л л
2. Если V /?0 = 2, ТО при V /(/,/, А) =0 ребро (хл+1, уД внесем 

। *-1 Iв 1
л л

и в Лр и в ^2, а при ^/(/, у, 1)= 1, /(/.у, 2) = 0 ребро (хл+1,у,)>
I 1 1

внесем в Е9^ЕХ, 
п 

3. Если V /?//==!, то ребро (хл+։, у,) входит во множество Ег 
2 п

с кратностью 2. При 2 /(/, у, А) = 0 одно из ребер (хя+ь у,) вне-
Л 1 / •* 1

л
сем и в Л1։ и в Л, а другое —в Ег; при /(։,У, 1)= 1 одно из ребер

/-1

(Хл+։, У;) внесем в а при У /(/»/. 2) = 1 одно из ребер (л*п/-1
у;) внесем и в ив ^՝2, 1^у^/л.

Ясно, что |А\| = /и, |А2| = 2т и рЛ1(г) = с(г), рЛ։(г) =с'(г) для 
каждого г4 1/1и Поскольку вершинам хг . . ., хп инци­
дентно л8-|-Лз4-л4 ребер из Ег и л14-л2Ч-2л3-4-2л4 ребер из Т7,, то 
рГ1(хл^1)--=л/-(л2-Ел3-Ьл4) = /л֊л4֊л1 = с(хл+1), р^(хл+1) =2т—(п։-|֊//24- 
4- 2п3-\-2пх) — 2т—2/г-|-//14֊л2 = с'(хл+|). Таким образом подмножества
Л։ и Л2 удовлетворяют требуемым условиям.

Обратно, пусть в существуют такие подмножества Ех и Л,, 
что для каждого выполняется рл,(г) = с(г), р/?։(2)=с,(г) и

Определим рункииюЭЕ

положим /(/»/,!)=!»
/(/, у. Л) следующим образом. Если 

/(/7.2) =/(/,/,3)=0; если (х<։у,)
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положим /(/,/, 2)=1, /(/,/, 7, 3) = 0; если (х„ у,) £ £։\Г2Г
положим /(г,7,3) = 1, /(ЛЛ 1 )=/(/, 7» 2) = 0, а если (х6 у^Еи 
положим /(/,/♦ А) = 0, А=1, 2, 3, 1^/сл, Нетрудно про­
верить, что функция /(/, у, А) удовлетворяет требованиям а) — г). 
Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Проблема 1 полиномиально сводится к 
проблеме 2.

Доказательство. Пусть и /2 —числа ребер, соответствен­
но, в максимальном с-сочетании и в максимальном с'-сочетании 
мультиграфа (Числа’/։ и /2 можно найти за время О(п3). где п=* 
«1^x11 Ш (см. замечание 1)). Мультиграфу О1—(У1, У2; Ех) сопоста­
вим мультиграф О2 = (Г1։ Г,; Е2) следующим образом. Если = 

1
—“ 2. с(х) и /2= V с'(х), положим Е2=Е„ В противном случае 2 жеи։иу. х 1 г /
положим £2=0. Пусть в существуют такие подмножества ребер 

и /՝2, что Ег(^Е2 и для каждого х£ КН Рг։(х)=с(х), рл,(х) =с'(х). 
Тогда |/1| = — V с(х), |/7,| = -1- V с'(л). Ясно, что Ег является 

2д€иик, 2 жеиии. 1
максимальным с-сочетанием, а А2 — максимальным с'-сочетанием муль­
тиграфа С7։. Поэтому ^2 = 6։ и в качестве Нх и Н2 в О2 можно взять, 
соответственно, А'х и Л2. Обратно, пусть в О2 существуют максималь­
ное с-сочетание Нг и максимальное с'-сочетание Н2 такие, что НХ(^Н2. 
Тогда Е2^0 и из определения мультиграфа С/2 следует, что
ИА! = /1=՜՜ 2 ^(х), 1^21 = ^։= 4՜ 2 с'(х)- Отсюда и из условия: 

2 2 хекгии, 7
для каждого х£У։иУ, рН|(х)^с(х), рн,(х)=сс'(х)—следует, что 
ря։(х) = с(х), р//,(х) = с'(х) для каждого х^УДЗРД Поэтому в качест­
ве подмножеств Рг и Р2 в (Зх можно взять, соответственно, подмно­
жества Нг и Н2. Утверждение 3 доказано.

Утверждение 4. Проблема 2 полиномиально сводится к 
проблеме 3.

Для доказательства достаточно положить О՝Л = О2 и т«Г2, где 
/2 —число ребер в максимальном с'-сочетании мультиграфа С72.

Утверждение 5. Проблема 3 полиномиально сводится к 
проблеме 4.

Для доказательства достаточно положить ш, —

т । ту если
I если

где /։— число ребер в максимальном с-сочетании мультиграфа (]3.
Пусть О4 = (У։, 1/2; Р^Е^ |Л| = /ц2, п = |У1иУ2|.
3 а м е ч а н и е 2. За время О(п2) можно выяснить, является ли 

подмножество Г с'-сочетанием.

262



Замечание 3. За время О(л’) .можно выяснить, существует 
ли подмножество 1՜|Аг1|₽-/и։, являющееся ^сочетанием мульти­
графа О4. (Для этого достаточно определить число ребер в макси­
мальном с-сочетании мультиграфа О=(1/р I/,; Л) (см. замечание 1)).

I еорема. Проблемы 1, 2, 3, 4 являются Ы Р-полными.
Доказательство. Из результатов работы (5) и из утверж­

дений 1—5 следует, что для доказательства теоремы достаточно по­
казать, что проблема 4 принадлежит классу АР. Для этого опишем 
недетерминированный полиномиальный алгоритм для определения то­
го, существуют ли в О* с-сочетание и с'-сочетание Р2 такие, что 

= |/?2| = /и2 и Алгоритм недетерминированно выбирает
из £4 подмножество Р из т2 ребер и (см. замечания 2. 3) за время 
О(п3) проверяет: является ли Р с'-сочетанием и содержит ли Р с-со- 
четание мультиграфа С74, состоящее из тА ребер. Этим показано, что 
проблема 4 принадлежит классу МР. Теорема доказана.
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Ա. Ս. մՍ.ՍՐԱք*ՅԱՆՈրոջ ПР- |рիվ պրորլեմներ երկկողմանի մուլաիդրաֆի ներդրված ճ֊զուդակցություննհրի մասին
'Ւիցու ր (յ -^= ( V լ, I -Հ Р) երկկողմ անի մт չտիղրաֆ ի ղաղաթնևրի րարյ-

մաթլան վրա որոշված ևն С(Х) և С (X) րմ եքներ րնդոէնող ֆ ունկ-

ֆի // կողա լին ենի$ արաղմ ու թ լունր կոչվում է ղուղակցա քժ լուն -ղադակդ 
ցովժրւն), եթե p^(x)^C(x) (p//(x)<c'(x)) ամեն մի X ղս։ղաթի համ ար, 
որտեդ դա [{ ր ա ղմ ու քմ լուն ի ղ X դադարին կիղ կոդերի քանակն է։

Աւմենաշատ կող պարունակող Շ* ղու ղակդ ութ լունր (ք*' • ղու դակդու ի/ լուն ը)
վում / (] մուլաիդրաֆի մաքսիմալ ղուդ ակւյոլ թ լան (Շ • ղու դակդու քժ լուն ) /
//.շ/սատանքում դիւոարկվսւ մ են հետևլալ չո[* չևւՒ ու քժլան պրորլեմներր։

/• եոլու թլոլն ունե ն արդ(ոք 
դալին 1/ե քժարա զմու ի/լուսնևր, որ 
ամեն մի X դադաիէի համար։

2* *եոլա թլոլն ունե ն արդ լոք

2'

(մ մուլաիդրաֆի ա
կւլու թ լուն և ք\ մ աքս իմ ալ С'~ղու ղակցու ի/լուն է

թլոլն ունե ն ա իդրաֆի սյլնպիսի / մաքսիմալ
Օղու ղակցա թ լան և այնպիսի / շ С • ղու դակցու[ժ լոլն, որ / } / շ և
որտեղ րնական յժիվ է։

4* *)'ոլաթլուն ունե ն ու լա իդրաֆի ալնպիսի Ւ С*ղու դակ^
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