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* Рассма’ринается преобразование Фурье в классе —оо,-|-с»), т. е.

а
/(х)€/.։(—оо,+оо) и /(х) = 11т -Д=- I00,4-00).

— 3

** Вообще Пт /д(л)-/(л) п. в. на (—ло,Н֊оо).
Л’“>00
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МАТЕМАТИКА

Г. Г. Геворкян

О множествах единственности для интегралов Фурье

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 25/У1 1981)

В настоящей работе для интегралов Фурье доказывается су
ществование множеств единственности меры нуль.

Определение 1. Множество £С( — оо.Н-оо) назовем мно
жеством единственности для интегралов Фурье, если из условий 

л
/■(лг)=О при х£Е и /\х)£Е,,( — оо,4֊оо)*  для некоторого р<^2 следует, 
что /{х) = 0 почти всюду на (—оо,4-оо).

В (։) доказана (см. (։), теорема 3)
Теорема 1. Для любого существует множество един

ственности для интегралов Фурье, мера которого меньше е.
В настоящей работе доказывается следующая
Теорема 2. Существует множество Е, р.£'=0, такое, что

если для некоторой функции /(х)£Л2(—о©,4-оо)
л

1 ) /(х)£А/,(—оо,-|-эо) для некоторого р<С%,
+» 45|п։

сходится к нулю при

ЛЬос для х££**,  
то /(х) = 0 почти всюду на (—оо,-|-оо).

Для доказательства теоремы 2 нам нужно несколько вспомога
тельных лемм.

211



00

(7(0 X

з(х- /)4s I п2 ——-—- 
------------ ---- dt, 0<э<^1-оо, суммы Фейера ее интеграла Фурье.

Если Цх) непрерывно дифференцируемая ограниченная функция, то
1 , 2 а(*  —0

4sin2 ----
----------- ----- dt->

(x-t)h

—>0 при а-*-|-оо. (1)
Доказательство. Интеграл

4sin2 —----
1/0Н-*)֊/(0>-(0| ---------- — dt(x-t)^

разобьем на две части

16rfz U

16sin4 — 1

(2)

Из непрерывной дифференцируемости /.(/) следует, что для 
х и для достаточно больших а (зависящих от х)

|Х(х)-Х(<)|<։Л|х—/|, при |х—

где ix некоторое число, зависящее от х.
Поэтому

любого

(3)

16sin4
/2(0['(*)֊' - dt 2

16sin4 — р
I -------- -  dt р->0 при а֊*

“"00
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Лемма доказана.
Лемма 2. Для любых £>0, <?>2, (а, />)С( — 00,4-0©) и любого 
существует монотонная непрерывная функция %(х} такая, что:

1 ) ^'(х) = 0 при х^Е. где Е объединение конечного числа ин
тервалов, лежащих в (а, Ь) и \1Е=е.(Ь—а),

) К'С*)=  — при х£Е, г
3°) £(х) = 0 при х^а и £(х)=ъ(Ь—а) при х^Ь,

ь

а

Фактически эта лемма доказана в (’) (см. (х), лемма 2).

ществует монотонная сингулярная функция /(х) такая, что-.

ь
Г е1{лд\/(х) — х| е.

Доказательство. Возьмем г/ такие, что

/ 2-

а

՛ мы 2 следует существование такой монотонной непрерывной функ- 
ции /х(х), что:

5 1) /\(х) = 0 при х££р где Ех объединение конечного числа ин
тервалов, лежащих в (а, Ь) и ^Е1 — г1(Ь— а),

2) /;()=  — при х£ЕГ ‘*
61

3) /։(-<) =0 при х^а и /։(х) = 6 —а при х^Ь,
ь

а

X

4) 1 
С 2^֊

Я 
сП

Пусть Е[у 2,..., >։ составляющие интервалы ЕГ т. е.

Ех = 0 и при /^Уг- Функция /,(х) на £{ равна

Применяя лемму 2 для г— — 
I *։
олучим монотонные непрерывные

5) /2(^) = 0 при х(^Л где Ел2

, а»— и интервалов 2?{-=(а;, с '*1
функции /^(*)  такие, что:
объединение конечного числа ин-

£ 
тервалов, лежащих в £{ и цЕ^= —
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6) /2()  = — при х^Е^*
•14

7) //(х)=0 при х^а, и /{(х)^ — (/>’ —а’) при х>6/։
Б1

ь/ я ։
֊7=֊ I е‘'^(/>(х)֊/։(х)]
} 2՜ J I Ъ

Обозначим /2(х) — У /^(х) и 
/-։

Е2 = и Из 1), 5) и 4), 8) имеем 
/-։

Причем

е'^|/2(х)-х|

Л(Х)=А(^) при х$Ег

(4)

(5)

(6)

и

Продолжая этот процесс, получим последовательности монотонных
непрерывных ункций /п(х) и множеств Еп, которые удовлетворяют1

I

следующим условиям:

А) Ея—объединение конечного числа интервалов, лежащих в 
и = е*"՜ 3՞ (Ь-а),

>1 ... *л-1

В) /л(х) = 0 при х^а и /п(х) = Ь—а при х^Ь,

С) /л(Л)=0 ПРИ Л^ЕЛ, /л(Х) =/п+1(х) При Х$ЕЛ,
И) /л(х) равномерно сходится к некоторой непрерывной функ

ции /(х),

</ V
сП 7

л

Из А) —В) следует, что предельная функция /(х) сингулярная. 
Из В) и Е) по теореме Хелли (см. (2), с. 254) следует, что

е11хс1\ /(х)—х]

Лемма доказана.
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Лемма 4. Существует множество Е, у.Е — 0, такое, что ес- 
ли преобразование Фурье ограниченной функции /(х)£Л։(—©о,4-оо) 
принадлежит классу АД—оо,4֊оо) для некоторого р<^2 и интег

ралы
, ... 4։и.Ж=£!

2^ ,и(/) (х-0*№

9

сходятся к нулю при Лг-*оо  для

х£Е, то Дх)=О п. в. на (~оо,4-оо).
Доказательство. Пусть дп ; 2, в^>0, V и {/„)*  —

т,п
последовательность интервалов с рациональными концами. Тогда 
существуют сингулярные функции /^(х) такие, что

/ 2-
е‘"‘1\/"„(х)-х] 

п
сП

Ч т

Обозначим через Е объединение носителей мер ^/"(х). Покажем,
что Е—требуемое множество. Допустим, что Дх) отлична от нуля. 
Тогда существуют интервал 1п и число а>0 такие, что для доста
точно больших М

1 /(и)е,хиди

(7)

<№(*)

ПО метрике ОС,4֊ ОО ) схо-
* Интеграл

Л 
е(ик/(и)с1и

лится к /(л) при
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Выбирая т достаточно большим, первое слагаемое можно сделать 
меньше а/2. После чего, так как интегралы

4$1п2

(х

ограничены и стремятся к нулю при Л^->ею на носителе меры с!/^(х)у 
можно выбрать /V таким, чтобы второе слагаемое тоже было меньше 
а/2. Но это противоречит (7). Полученное противоречие доказывает 
лемму.

Доказательство теоремы 2. Пусть Еп. п = 1, 2, ... от
крытые множества, удовлетворяющие требованиям теоремы 1, ।

а £0 множество, удовлетворяющее требованиям леммы 4, 
' п

= Покажем, ։^то множество Е = ( ( | Еп ) П^о удовлетворяет \л-1 /
требованиям теоремы 2. Пусть для некоторой функции /(х)£ 
^£։(-оо,+ос)

(8)

л(Х) =

. . гЩх-Г)451 п2----=----
----------------------------------------------------------- ------ -----------------------  

(х-О'Н
при /V—’©с и х£Е. (9)

Обозначим
(7 = (х: Нт 5ир|/л(х)|> 11.

IV—-
(Ю)

Если 0=0, то /(х) ограничена и по лемме 4 /(х) = 0 п. в. на 
(—ос,4֊оо)- Допустим (7=^0. Тогда О—множество типа (7г и (7(3

оО
(3 и Е* п. Существуют интервал / и номер т такие, что (см. (3), с. 

л •*  1
548, лемма 6.17) •

0^оп/с/п^. Ш)

Возьмем произвольный интервал 7, лежащий в / и не пересека
ющийся с Е(п. Пусть л(х) бесконечно дифференцируемая функция с 
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носителем */.  V 1егко видеть, что преобразование Фурье произведения 
/(х)>(х) принадлежит классу £,(-оо. фоо). функция /(л)Х(х) огра- 
ничена и по лемме 1

Л ; 2 ^(Х—/)4з1п2 —-

\x-tyN О при и х££0.

Из леммы 4 следует, что /(х)л(х) п. в. на (-оо,-|֊оо). Следователь
но, /(х) п. в. нуль на Л Из выбора У следует, что /(х) = 0 п. в. на 
/[ Еп. Пусть ?(х) бесконечно дифференцируемая функция с носите
лем /. Легко видеть, что преобразование Фурье функции /(х)<р(х) 
принадлежит классу оо,4֊оо). Но /(х)<р(х) = 0 п. в. на £л, сле
довательно, по теореме 1 /(х)<р(х) ==0 п. в. на (—о©,4-о©). Поэтому 
/(х)=0 п. в. на /. Но это противоречит тому, что 0^/ 0 (см. 
(11)). Теорема доказана.

Замечание. Теорема 2 допускает формулировку в эквива
лентной форме.

Теорема 3. Существует множество Е, р£ = 0, такое, что 
если /(х)£72 (—<зо,-|-ос)Г)/.р (— оо,4-о©) для некоторого р<2 и

) — 1 
/2-

— з

то /(х) = 0 почти всюду.
Из теоремы 3 следует
Теорема 4. Существует множество Е, ?Е=0, 

если для некоторой функции /(х)£7.2 (—ос,-]-о©)
такое, что

1°) /(х)^£Д—ос,+оо) для некоторого р<2,

/(и)е'илди֊*О  при о—ос.

то /(х) = 0 почти всюду на (—ос,4-о©). ։
Теорема 4 является аналогом теоремы Мичела и Сорди (см. (*)).  
Теорема 5 (Мичел, Сорди). Существует множество Е.

1֊£=0, такое, что если < |а„|'><+~ для некоторого р<2 и
П~ — 90

У апе<п1 — 0 для 1£Е, то ап-0, /1 = 0, ±Н .......
R заключение выражаю благодарность чл.-корр. АН Арм.

А. А. Талаляну, под руководством которого выполнена настоящая 
работа.
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Գ. Դ. ԳԵՎՈՐԳ8ԱՆ
3>ուր|Լի ինտեգրալների համար միակության րագմությունների մասին/Հշ/սատ անքոլմ ապացուցված է.

Թեորեմ 2. Գոյություն եթե որևե /(x)£Լշ(-oc, -ք օօ) ուհի E րսւզմո» թյուն, ֆունկցիայի համար այնպիսին, որ
'•W>- 7֊և 1.1.m.

•’■*00

<5

e~itxf(t)dt^Lp (— ՕՕ,վ-Օօ) որևե թ<Հ2
<✓

— aհամար
2 )/л(А-) =

4տ։ո2
dt^O, երր x£E և W->oo,

(x-t)lN

Ш1ЦШ (—օօ,4֊օօ)՜ի վրա համարյա ամենուրեք f(x) = 0‘.
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