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1. Основные результаты. Пусть /?л={х=(х1։ . . хя) 
^/?п, Х^О, 1= 1,2,.. ., л} И = хп) = (?р . , х։ . . .хя)£

/=1, . . ., т\ хр^>0, р=1........ п}. Обозначим
^Ш|я;*л)€#7,я; ^<Х/,4=1, 2, . . т}.

Пусть, далее, /г —некоторое удовлетворяющее условию 
натуральное число. Обозначим (/*, хп)=(/1։ . . х*+։........ хя), (£т;
^А, Хц ) ( . . •, . ^А, Аа + 1 ... X п ) И Х/,у ~— (^։, Х/^.1, . • ., -^/),

->^А,г) =: (^/, ^/+1, • • •> ^/» »^А, *^А + 1, • • •» Х^).

В классе определенных в и локально интегрируемых с квад-
ратом в ункиий рассматривается интегральное неравенство типа
Г ронуолла

*հ
и(х)^ф(х) + g(x) у. . .у а(/л, Хл)«(4, Хл)^։ . . . մհ (1.1) 

о о

почти всюду в /?л, где 1^Л«^л, а /(х), g(x) и а(х) —некоторые оп
ределенные в Цп и локально интегрируемые с квадратом в функ
ции.

При изучении неравенств подобного рода важную роль играет 
следующая

Лемма 1. Пусть Дх), g(x) и а(х) — некоторые определен
ные в и локально интегрируемые с квадратом в функции. 
Пусть, кроме того, функции g(x} и а(х) неотрицательны всюду в

Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции 
и(х) имеет место неулучшаемая оценка
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И х։ гл
и(л) е=/(х) + к(х) . . . | «(/„, хп)Ра„-, Х„)сН, .. . сП,.

Е о и
! . 

где Ж(к՛, хп) — решение интегрального уравнения

Х| ХЬ
хп) = 1 4- у. . . р2($л, хп)к($к, хл)/?(/А; $Л։ хл)б/хг . . . 6/5*. 

11 *Ь

(1.2)

(1.3)

Таким образом, задача сводится к нахождению или оценке ре
шения интегрального уравнения (1.3). С точки зрения приложений 
наиболее интересны оценки, выражающиеся через функции, поведе
ние которых хорошо изучено. Ниже приводятся некоторые резуль
таты в этом направлении.

Теорема 1. Пусть выполнены все условия леммы / и, кро
ме того, функция ф(х) неотрицательна всюду в R՞.

Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции 
и(х) имеет место оценка

.г ։ ХЬ
«(•*)/(*') + е(х) .. . |а(4, х„)/(4хя)ехр ։(/),; х„)<//։... Л*. (1.4)

Л JО о
где 

г։ ЛЛ
а(/А; Хп) = у. . .уа(5А, Хп)£(5ь, Хп) . ^5А. (1.5>

О

Отметим, что если /(х)=0, неравенство (1.1) влечет за собой 
и(х) 0.

Для дальнейшего нам понадобится
Определение. Пусть 1<р</1. В множестве р-мерных век

торов (х1։ х2, . . ., хР) введем частичное упорядочение: (хо . . ., хр)^ 
(Ур . . ., ур) эквивалентно х5^ут, 5 = 1. 2 . . . р. В дальнейшем всег

да подразумевается именно это покомпонентное частичное упорядо
чение.

Определенную в функцию 'у(х) назовем неубывающей от
носительно вектора (х։ . . . хр), если из того, что (х1։ . . ., хр)=^(у1,...,ур), 
следует т/(х։........ хр, хр+։, . . . хя)< -и(у1։ . . ур, хр+։..........хя).

Аналогично можно ввести понятие функции, неубывающей от
носительно произвольного вектора (х/։, . . ., х/л։).

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и, 
кроме того, функции ((х) и £(х) не убывают относительно век
тора (хр . . хА).
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Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции 
и(х) имеет место оценка

и(х)^/(л) +

4- £(*) р - • ) хп) ехр{£(/л, хл)а(О; >л, хп)д(1 ... (1.6)
V о о

где функция з(О; хп) определяется выражением (1.5).

Следствие 1. В предположениях теоремы 2 для любой удов
летворяющей неравенству (1.1) функции и(х) имеет место оценка

и(х)^ф(х) • ехр{^(х) • а(0; хл)}, (1.7)

где функция а(0; хп) определяется выражением (1.5).
Приведенные здесь оценки выражены через экспоненциальную 

функцию. Оказывается, что для некоторых частных классов функций 
а(х) и £(х) эти оценки можно уточнить.

Определение. Пусть \^т^п. Определенную в функ
цию г(х) назовем мультипликативной функцией степени т, если су
ществует последовательность натуральных чисел р0, р^ . . ., рт такая,
что 1 —Рх^ Р^ • • • Рт — 1 ^Рт —П И

т
^(.х) = П И/ (Хр._। гр.).

/-1
(1.8)

Естественно считать, что если функция г(х) локально интегри
руема с квадратом в и неотрицательна в эти свойства соот
ветственно наследуются функциями г1 (I — 1, 2 . . . т).

Прежде чем с(|)ормулировать соответствующий результат, обоз
начим

’ ХР1 ХР1
Р\>Ръ» ХР\<Р» ’ ^')=^** ’ ’^(^1’ 

‘Р\ *Ръ

.,хр)(1\.. (1.9)

для произвольной локально суммируемой в /?'+ (/=р2 — рх) функции 
г(хль₽։) и любых натуральных чисел ръ р2, р3 таких, что

Обозначим также

й-0 (Л!)т
(1.10)

для произвольного натурального числа т. Очевидно, что ЛпСО яв
ляется целой функцией переменной т.

Имеет место
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Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоре мы 1 и, кро
ме того, а(х) • £(х) является мультипликативной функцией не
которой степени т.

Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции 
и(х) имеет место оценка

п

. 2т)}д$1 . . . д$п
ОО

при й = п и

XI р о 
н(х)</(х) + ё(х) «(^Хл)/($А, хл)/г{р($А; хп\ 21„.гт)}а81... </$А 

о о
(1.12)

при Ь<Сп\ причем определяется выражением 
ральное число такое, что рг_\ рг,

(1.10), г—нату-

т
т(5„; Хп; 2

н(5а; хп\
г-1 т-1

= П а/(^р/_|,рр '^Р1—\’Рб ^)аг(^Рг_|.*։ ^РГ—\.РГ’> + +1.р/+։
1-1 1 —г

(1.13)

(1.14)

и, наконец, каждая а, определяется соответствующим выраже
нием (1.9).

При этом, если к-п-т или к<^п и

к
а(х) • = П гДх/) • гА + 1(хл+1,л)

। — 1
(1.15)

то оценка (1.11) (и соответственно (1.12)) является не улучшаемой.
Заметим, что при т = 1 утверждение теоремы 3 сводится к ут

верждению теоремы 1. Отметим также, что если функция а(х) • #(х) 
не зависит явным образом от некоторых переменных х/։, ... х(р 
(Ц^к, $=\,...р), она является мультипликативной функцией степе
ни выше 1 и к решению интегрального неравенства (1.1) применимы 
более точные оценки (1.11) и (1.12).

Аналогичным образом может быть обобщено утверждение тео
ремы 2.

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и, 
кроме того, /(х) и £(х) не убывают относительно вектора (х1։...хА), 
а а(х)— мультипликативная функция некоторой степени т, т. е.
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(1.16)

Тогда в обозначениях теоремы 3 для любой удовлетворяющей 
неравенству (1.1) функции и(х) имеет место оценка

u(x)^f(x)+g(x) (

о

. a(s)f(s)lm{g(s)x(Q\ sn\ ах
О

. . a„,)|ds։ . . ,dsn

(I.17>
при k = n и

и(хJ (х) + g(x)J • •• J a(Sk^xn)f(S)i,xn)/r{g(^/i^Xn)\,-^\Sk1xli\a-l...afn')fdsl.t.dsic 
о о

(1.18) 
при k<^n.

Следствие 2. В предположениях и обозначениях теоремы 4 
для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции и(х) имеет 
место оценка

и(х)</(х) • lm{f'(x) ■ t(0; х„; а, . . . ат)} (1-19)

при k^n и
U[X)^ f(x) • /,{g(x) • 11(0; хл; а1 . . . ат)} (1.20)

при к<^п.
Заметим, что все результаты настоящей работы можно распрост

ранить на интегральные неравенства

m р р
ц(х)</(х)4- v g,(x) Г . . I ai(tk, xn)u(tk, x,ddtx . . . dtk, 

/-1 J J
о и

т 
если положить ^(х)=тах £,(х) и а(х)=^ п|(х). 

1-1
С другой стороны, все сформулированные утверждения остаются 

в силе, если интегральное неравенство (1.1) рассматривать в классе 
измеримых и существенно ограниченных в произвольной ограничен
ной подобласти функций, т. е. и С )• Для этого дос-
таточно предположить, что • •функции /(х), g(x), а(х) неотрицательны
всюду в /?«, /(х), g(x)£L՝°c(R\) и а(х) локально суммируема в Z?4'.

В связи с оценками (1.11), (1.12), (1.17), (1.18), (1.19) и (1.20) 
встает вопрос о поведении функции /,л(т) при т-*-|-оо. Заметим, что 
при т — 2 /2(-) — где /0($) —функция Бесселя нулевого поряд
ка, асимптотика которой хорошо изучена. С другой стороны, соглас
но известной формуле Стирлинга
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т т
(2-)՜ Г . е~Ъ

_ I
Е\!т (*; 1) «С /т(') < //Л • е\2т . Е11т(тт’-, 1); /п = 2, 3 ...,

где

есть функция типа Миттаг-Лефлера, поведение которой подробно 
изучено в монографии М. М. Джрбашяна (։). Таким образом, при 

функция /ш(х) ведет себя как функция типа Митгаг-Леф- 
лера порядка \jtri. В частности, отсюда следует, что

/ т ( ~ т
I 1_

ей™ • ехр(т • т™}; т — 2, 3 . . . (1.22)

Изучению интегральных неравенств типа (1.1) при я=1 и п-2 
посвящено большое число работ, хороший обзор которых можно 
найти в (3). Отметим только, что при л=1 оценка (1.4) настоящей 
работы непосредственно совпадает с оценками, полученными в (*՜8), 
а при л = 2 —с оценкой, полученной в (7). В частности, основопола
гающий при п = 2 результат Вендроффа (2) легко получается из пред
ложенной здесь оценки (1.7). Для случая произвольного п интересные 
результаты получены в (8), где, в частности, получена оценка (1.7) 
настоящей работы для случая, когда £(л)=1. Отметим также, что 
сформулированные выше теоремы 3 и 4 позволяют уточнить резуль
таты работы (8) для классов мультипликативных функций степени 
выше 1. Так, например, для решении интегрального неравенства

л(л)</(х) 4- (

О
а('։.

и

согласно (8) имеем оценку

О и о

£(<р /4)^3^4 ’

если функция /(х) не убывает по каждой из своих переменных, в то 
время как согласно (1.19) при тех же условиях

/(*) • /о ц(/г /2)б//։4//2 •

‘о о о

^(^3» )’

где /0(') — функция Бесселя нулевого порядка. С другой стороны» 
предложенные здесь результаты позволяют перенести результаты ра
боты (8) на более общие классы интегральных неравенств.
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2. Доказательство. Нам понадобится следующая легко до
казываемая

%
Лемма 2. Обозначим

• • I Хп)(15. . . . (15к)

где л и а(х)—определенная и неотрицательная в и ло
кально суммируемая в /?* функция. Оценки

к
. </$, ... Л։

• • • (/«5^
‘ь

(2-1)

имеют место для любого натурального р-
Перейдем к доказательству сформулированных в 1 утверждений.
1. Самое простое доказательство утверждения леммы 1 можно

получить, основываясь на том, что в предположении неотрицатель
ности функции а(х) • g(x) решение интегрального уравнения

ъ(х) =/(х)+£(х) Р . . у а(1к, х„)Л, ... Л* (2.2)

О с

является неулучшаемой оценкой сверху для удовлетворяющих не
равенству (1.1) функций. То, что определяемая правой 
функция есть решение интегрального уравнения (2.2), 

частью (1.2) 
проверяется

непосредственной подстановкой.
2. Очевидно, что решение интегрального уравнения (1.3) имеет 

вид 

(2.3)

где

• • • I ^($&» .^л)^г(^41 —1(^л1 5дг» Хп,.(15к\ Р — 1» 2

Основываясь на лемме 2, можно легко показать, что для функ
ций /?Р(/*; хп) имеют место оценки
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/?P(6i; %,)< — • ։'(/»; л„); p= 1, 2 . . 
Pi

где функция a(Z*; л,։) определяется выражением (1.5). Тогда согласно 
(2.3), хп) ехра(/*; хл) и утверждение теоремы 1 будет непос
редственно следовать из оценки (1.2) для любой удовлетворяющей 
неравенству (1.1) функции и(х).

3. Решение интегрального уравнения (2.2) имеет вид

т»(х) = V vp(x), /7—0 (2.5)

где
V0(x)~f(x),

К Xi xh
^р(х)= g(x) р . .^(би xn)vp~i(tk, xn)dty . . . dtk\ p = l,2... (2.6)

' 0 0

Как и в предыдущем случае, на основе леммы 2 можно пока
зать, что

■ х՝ х,г fl (*
тр(х) < I . . . a(tk> Хп) f(tk, xn)gP֊'(tk, Хп)
Я 0 о

а^-ЦО; tk, хп) 
(Р-1)!

dtt ... dth\

р — 1, 2 . ..» (27)

где функция я(0; хп) определяется выражением (1.5). Тогда согласно
(2.5)

п х ‘ Хк
^(а’)^/(х) 4֊£(л) J. . .ja(fb xn)f(tk, xn)exp{g(tk, xn)a.(0\tk,xn)}dt1...dtk>

I 0 0

что и доказывает теорему 2, так как и(х)^у(х) для любой удовлет
воряющей неравенству (1.1) функции и(х).

Заметим, что в предположениях теоремы 2 из (2.7) следует, что

р!
р=1, 2 . .

откуда уже стандартными рассуждениями можно получить утверж
дение следствия 1.
| 4. Доказательство теоремы 3 для простоты проведем для случая
к = п. Случай приводит лишь к усложнению обозначений.
; Как и при доказательстве теоремы 1, решение интегрального
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уравнения (1.3) определяется функциональным рядом (2.3), каждый 
элемент которого удовлетворяет рекурентному соотношению (2.4). 
Используя мультипликативность функции а(х) • #(х), на основе лем
мы 2 можно показать, что

/*т 1>Л*

р 1» 2 . • •» (2.8)

где каждое из з/ определяется соответствующим выражением (1.9). 
При этом для т - п (2.8) представляет собой точное равенство. Под
ставляя (2.8) в (1.2), получим оценку для удовлетворяющих неравен
ству (1.1) функций, которая совпадает с (1.11), причем для 
эта оценка является неулучшаемой.

Утверждение теоремы 4 доказывается по той же схеме, только 
вместо рекурентных соотношений (2.4) для последовательных при
ближений решения интегрального уравнения (1.3) необходимо рас
сматривать рекурентные соотношения (2.6) для последовательных 
приближений решения интегрального уравнения (2.2) и воспользовать
ся тем, что функция «(х) мультипликативна, а /(х) и £(х) не убыва
ют относительно вектора (х։, хя.. ,хл).

Исходя из оценок, получающихся при доказательстве теоремы 
4 для последовательных приближений решения интегрального уравне
ния (2.2), можно легко получить предложенные выше оценки (1.19) 
и (1.20), которые составляют содержание следствия 2 настоящей 
работы. А

Ереванский государственный университет

Ъ. Հ. ՄԱՄԻԿ (1Ն8ԱՆ

Որոշ рш։լմաչափ |ւնտԼ<|րա| աննավասարութ |ւււննԼր|ւ 
րյնահատսյէյսւննԼր]ւ մասին

Քառակուսով րւկալ հանրաղամ արելի ֆունկցիաների ղասում ղիւո արկ- 
վում են Գրոնուոլի տիպի որոշ բաղմաչափ ինտեղրալ անհավասարության- 
նԼրւ I1, յ ղ պ ի ս ի անհավասարութ յանների [ածումների համար ստացված են

ղնա, ատակ աններ, որոնք րնղհանրացնամ են միաչափ և երկչափ ղեպ- 
քերում հայտնի արղյոլնքներցւ
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Մտցվում Լ էՈ-րղ աստիճանի մոպտիպւիկատիվ ֆունկցիայի զաղա֊ 
վւարրւ է)րր ինտ եզրա/ անհավասարության կորիզր հանդիսանում Ւ, էՈ ֊րզ աս֊ 
տիճանի որե1, մա /տիպ/իկատիվ ֆունկցիա, լուծումների համար քերվամ են 
ավելի ճշզրիտ զնահ ատ ականներ ւ Մասնավորասլես, ցայց Լ տրվում, որ այղ 
լուծումների վարքր X ֊► -| դեպքում համրնկնամ է ]/Ո1 կարզի Մ իա տազ֊ 
Լեֆլերի տիպի ֆունկցիայի վարքի հետէ
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