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Об одной периодической задаче упругой плоскости с 
бесконечным кусочно-однородным упругим включением

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 29/Х 1980)

Рассматривается периодическая задача для упругой плоскости
с бесконечным упругим кусочно-однородным включением, когда пло­
скость деформируется периодическими силами, перпендикулярными
включению. Причем включение состоит из двух материалов с моду-
лями упругости Еи периодически повторяющимися по длине вклю­
чения. Задача сводится к решению интегрального уравнения Фред­
гольма второго рода. Оказывается, что контактные тангенциальные 
напряжения в точках соединения этих материалов имеют логарифми­
ческую особенность, а контактные нормальные напряжения—конеч­
ный скачок. Такие поведения контактных напряжений обусловлены
неоднородностью включения.

Периодическая задача для полуплоскости с упругими накладками, 
имеющими одинаковые модули упругости, впервые была рассмотрена
в С).

Пусть упругая плоскость 
малой постоянной толщины А

с бесконечным упругим включением
деформируется под действием сил

К(х, у) = фр4у—ծ)—о(у-|-/>)] V
Л — —

о(х—2ап).

Здесь о(х)— ункция Дирака, <3—интенсивность сосредоточенных1

I

сил, л, Ь — положительные постоянные.
Модуль упругости включения имеет следующий вид.

£(х) = Р1(х)£14֊Р,(х)£2,

где 

Рг(х) = |9(х+л—4<։л)— б(х—а—4ал)].

Р3(х) = V |6(х —а—4ап) —0(х-}-а—4л(лН-1))],
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Р1(х) = Р1(х+4а), Р2(х)~Р2(х±4а), Р։(х)+Р,(х) = 1,
Ек, Е2 — постоянные, б(х)—функция Хевисайда.

Требуется определить законы распределения контактных напря­
жений вдоль линии соединения включения с плоскостью. Вследствие 
малости толщины включения, как в (8>э), считается, что она в процес­
се деформации не изменяется, а под действием только горизонтальных 
сил включение находится в одноосном напряженном состоянии. С уче­
том этого уравнения равновесия включение будет даваться в следую­
щем виде:

Е՝к
—------ и'о V [о(х+а— 4ап) —о(х—а — 4аи)|,
£2Л

(1>

где ':1(х) = Р1(х)-:(х), ”2(х) = Рг(х)'(х\ '(х)—интенсивность тангенциаль­
ных контактных напряжений, /г(|)(х) — горизонтальные перемещения

точек включения, и'0 =

Теперь, применяя обобщенное преобразование Фурье к (1),.
имеем:

— з*а(1)(а) =---- ------------4-2^'з1паа у еКап’.
Е.И Е2Ь 0

Здесь

Отметим, что в

«(1)(х)е'вЛ^х, т>(з) (* = 1,2).

смысле теории обобщенных функций

е'*а = 2х у 2(д—2кЛ).
к-֊-

С другой стороны, для определения перемещений упругой 
плоскости надо разрешить следующую систему неоднородных диф-
3£еренциальных уравнений

(>• + 2н)
^ц<2> 

дхг
Ри™
ду*

+(>‘+р) = т(х)о(у),

(2)
дМ2> 1/1 I п \

1* —г + (>• + 2н) -г-г- дх* ауг

б^'и(2) 

дхду

= — У(х, у),

где (и<2|(х, у), 1>>2>(х, у)) —вектор перемещения точек плоскости, X,. 
р—упругие постоянные Ламе.

Очевидно, что под действием вышеуказанных сил контактные 
напряжения распределятся периодически с периодом 4а.

Применяя обобщенное преобразование Фурье по переменной х:
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к (2) и разрешая полученную систему обыкновенных дифференци­
альных уравнений относительно й^)(а, у), ф(2)(а> у) , где

г/(2|(х, у)е'"</л,

будем иметь

?։>(», 0)=0, 0)^------ _<2-+|‘)й ֊ у ,,2„„
4НЧ-2Ю |„| 2|.(>+2|֊)

Теперь, имея в виду условие контакта

«<1)(х)=и<։>(х, 0), -оо<х<+оо,
получим

(>՝։+ 1°1)х ։(’)+(>։+ |’|Н։(в) = — ш՝51паа У е<чоп«_
>֊+3|*

2Ор.֊1_и) •»-
-------- ----- ---- Ь • га|а|е“|®։/> V р^апз*+3^ ' ’

• = 4|1(>-+2(ь) / = 4|>()-+2|1)
1 £։й(к+311)’ ‘ £,й(Х+3^)‘

Уравнение (3) можно записать в следующем виде:

(3>

Г(а)=а,-Х|)-^ +М' -г2|֊) . *Кз1пат _ -- е14Л" 
"4" |* | _ 3|а /֊2 |о | л «•

_ 2<?(> +р) . й£ф| . е_Н4. +- еПа„.
х֊рЗр- Х2֊|-1О1 л-—оо

(4>

Применяя обратное преобразование Фурье к (4), получим

т(х) = (/^ — Х1) Г^(Х—5)т1(5)^-Н Л- ֊֊" —

л *^֊оо
где

[^(х—а—4ап)— Ь(х-[-а—4ап)] V г(х—2ап),
А-4-Зц л -—оо

(5)

•ак как \(х 4-4а) = т1(х), то из (5) получается

К(Х—
4|>(Х+2Р2ц.[К(л._а)_

(6>
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-К(х+а)]-2(?<>(Х+|>) /?(л).

где

к(х — 4ап), Я(х) = У г(х—2ап).
п — —ОО (7)

Отметим, что Л(х) можно представить в следующем виде:

Ь(х) = — 1п с . » Л
л-1 к(2л)!

1п

(8)

2п 2(2п—1)! ]’

г—постоянная Эйлера.
Имея в виду (7), (8), для К(х) будем иметь

(9)
2 з1п — 

4а

Здесь Цх) непрерывная функция в рассматриваемом интервале 
[—а, а].

Таким образом, для определения контактных напряжений, дей­
ствующих в интервале — а<х<-|-а, получается интегральное урав­
нение Фредгольма второго рода

+ а
-(х) = о2—>1) I К(х—$)т($)</$-|- -0/ ' а) —

— а
(10)

-К(х+а)|--а<х<+а.
>•4-311

Из (9), (10) следует, что х(х) непрерывна всюду в интервале 
( — а, а), а в точках д՝= + а имеет логарифмическую особенность, 
обусловленную неоднородностью включения. Следовательно, реше­
ние интегрального уравнения надо искать в классе суммируемых

1

I ункций. Поскольку

зпр | |К(х—х)|^х = Л1<^+оо, 
I ։<аи— а

то отсюда следует, что при |>л—интегральное уравнение (10) 
в пространстве суммируемых функций Л։( —а, а) можно решать ме­
тодом последовательных приближений. После определения т(х) в ин­
тервале (—а, а) значения 'с(х) при |х£>а будут даваться формулой 
(6). Причем постоянная и'о определяется из равенства
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аи^(х, о) = £։_ ,
<1х ..-—о £։-£։ и“'

Рассмотрим некоторые частные случаи:
а) £>< + ~. ^։~*4*вс. В этом случае задача сводится к реше­

нию интегрального уравнения

т(х)+)ч :(s)ds = u;

2Qt:2(a4֊!x)/> 
a2(X-f-3u)

4f(>+2p)
*֊+3ji

sin----------

4а

|x|<a.

6) £x = £։<^-f-oo. Здесь -(x) определяется в виде

"(X) =-----—---- !----  ЩХ).

в) -}-оо, £2-»+о©. В этом случае

т(х) = —
a2(kj-3|i)

, xh г.х sh — sin —
а а

Для определения нормальных контактных напряжений оу(х, 0) 
предположим, что т(х) уже определена, и поскольку трансформанта
Фурье оу(а, 0) функции зу(х, 0) 
Фурье функции т(х) по формуле

выражается через трансформанту

W+Ю \ Oe-w 
k+2u / 2(КР2р)

то, применяя обратное преобразование Фурье, имеем:

Q s a ttQfrp+p) х
°у(Х’ 0)՜ ла ‘ 2*х u2r* , ,КХ 8а2(к+2и)

sin2 — ch2-----hcos2 -- sh2 —-
2a 2a 2a 2a

, , , Itb rX 1-hch— cos — 
z_____________a a________  , ll _
/ . 2kx titb 2kx ^b \2 sa(k-h2u)(sin2—ch2----- cos2—sh2—) v
\ 2a 2a 2a 2a /

4a

Из (4), (11) нетрудно заметить, что ау(х> 0) в точках х 
имеет конечный скачок, обусловленный неоднородностью включения

Ереванский государственный университет
107



լ Խ. ԴՐԻԴՈՐՑԱՆ

Անվերջ կտռր-առ-կտոր համասեռ առաձգական ներդիրով առաձգական հարթության մի սթսրթերական իւնգրի վերաբերյալ
Դիտարկվում է պարբերական խնդիր անվերջ կտոր֊ առ֊ կտոր համասեռ 

ներդիրով ա ոաձզական հա րթ ութ յան Համար, երբ հարթ ութ յունր դեֆորմ աց. 
վում է ներդիրին ուղղահայաց ւզարբերական ում երով։ Ներդիրր կազմված է 
երկու նյութերից, որոնց առաձզա կանութ յան մոդուլներր ւզարբերաբար 
կրկնվում են ներդիրի երկարությամբ։ ե/նդիրր բերւէում է Ֆրեդհոլմի երկրորդ 
սեոի ինտեզրալ հավասարման լուծմ անր։ Պարզվում է, որ կոնտակտային 
շոշափող լարումներր, այդ նյութի մ ի ա ցմ ան կետերում, ունեն լոդարիթմա- 
կան եզակիություն, ի" կ կոնտակտային նորմալ լա րո ւ մն ե րր վերջավոր թր- 
ոիշք։ Կոնտակտային լարումների այդպիսի վսւրրերր պայմանավորված են 
ներդիրի անհ ա մ ա ս ե ռո ւթ յա մ բ։
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