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Зигмундом была доказана (см. (х), стр. 550)
Теорема (Зигмунд). Пусть ея ; 0. Тогда для любой е^>0 су֊ 

ществует множество £С1|—к. к], }1(£’)<^е, такое, что если три- 

гонометрический ряд V апе,пх сходится к нулю всюду на Е и |ял|^ 
Л —— -

^е|Л|, л = 0, ±1, ±2, . . ., то ап=-{) для всех п.
В дальнейшем Каханом и Кацнельсоном (2) эта теорема была

усилена. Ими было показано, что в формулировке теоремы Зигмунда
можно добиться того, чтобы соответствующее множество Е имело ме­
ру, равную нулю.

В работе Шапиро (3) теорема Зигмунда распространена на ряды 
по системе Уолша, а в работе Вейда (4) доказана

Теорема (Вейд). Пусть бл | 0. Тогда для любого е^>0 суще­
ствует множество £С1[0, 1|, р(£')<^е, такое, что если ряд Хаара

У ап՝/п(х) сходится к нулю всюду на Е и \ап^/г1<Лл» л=-0, 1, 2, . . л-0
то все ап равны нулю.

В настоящей работе приводятся усиления вышеуказанных резуль­
татов Шапиро и Вейда о множествах единственности рядов по систе­
мам Уолша и Хаара.

| В дальнейшем через {1ГП(х)}”_э обозначается система Уолша, а 
через {хл(х)}л-о—система Хаара.

I Верна следующая
Теорема 1. Пусть е„ ; 0. Существен множество /Г<3[0, 1|, 

}»2:=«0, такое, что если |ая|<вл> п=1, 2, ... и для некоторой под­
последовательности

11т У йк Н\(х) = 0,

то аА = 0, £-=0, 1,2, . . .
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Из теоремы 1 немедленно следует следующее усиление теоремы 
Вейда.

Теорема 2. Пусть е„ ф 0. Существует множество £с[0, 1], 
такое, что если ея, л = 0, 1, 2. . . и для некото­

рой подпоследовательности

п1
Игл 2 Ял/_*(Л‘) = 0. 
։—оо к-о

то ал = 0, Л = 0, 1,2,...
Для доказательства теоремы 1 нам нужны следующие вспомога­

тельные утверждения.
Теорема 3. Пусть £л I 0. Тогда для любого С>0 существует 

множество £с[0, 1], такое, что если |ал|^ел и для неко­
торой подпоследовательности {л/}”. ։

2Л< —1
Ит 2 л*ГА(х) = 0, 4 — 00 * 0

то все а* равны нулю.
Теорема 3 также является усилением теоремы Шапиро и Вейда. 

Она доказывается точно так же, как и теорема Шапиро, только там, 
где Шапиро использует теорему Шнейдера (см. (5)) о единственности 
рядов Уолша, нужно использовать теорему 4 из (6).

Теорема 4. Пусть I 0. Тогда существует множество Еа 
С [О, 1], такое, что если |ал|^ел и для некоторой подпосле­
довательности {лД

2л'-1 2л<-։

|2 |<Л7<Н֊ос, х£Е\ Нт 2 А(х) = 0, х^Е,
А-0 /—оо А-0

то все аь равны нулю.
Основной леммой для доказательства теоремы 4 является сле­

дующая
. 1 е м м а. Пусть ел I О 

Существует монотонная 

удовлетворяет следующим 

я-0, 1, 2, ... )

и т произвольное натуральное число, 
сингулярная функция /(х), которая

Л 1
условиям (обозначим /(п) = ( №п(х)д/\х)

б

1) /(/п)=1;

2) £ 1/(«)|6п<-|- ее- 
л •• О

Доказательство. Без ограничения общности можно считать 
£л։=ел„ когда 2*^л1։ л><24*1, Л=1, 2......... Пусть ел=6* при 2Л<л<
<32'*+1. Обозначим

?0(х)=1Н- №т(х).
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Через |гл(х)}®_։ обозначим систему Радемахера (определение см.,
- ОС

например, в (')). Выберем пк таким образом, чтобы V 2*олд<^4֊оо, 
к-1

и Ль>^2/п4-1. Пусть

?Л*)=<Р/-1(*)(1-Н\(*))* /=1, 2,... (2)

Легко видеть, что

ОО

л-0
ГЛ(х)?Дх)^Х (3)

Обозначим £}= |х: <р/(х)=£0). Из свойств функций Радемахера и из 
(2) следует

и

/м= ։
■X 
о

(4)

(5)

Интегрируя (2), легко заметить, что /Дх) = вне так как
интеграл функции 1-|-гЛ;(х) на интервалах, где <р/_|(х) принимает 
отличное от нуля постоянное значение, равен длине этого интервала. 
Легко также увидеть, что (из (2) и (5))

шах |//+|(х)—//(х)| (6)

Поэтому последовательность {/;(х)|“_0 равномерно сходится к непре­
рывной сигнулярной функции /(х) (см. (1), (2), (4), (5) и (6)). Из 
(3) и (5) имеем

I ’к 1

П1
2Ч։. (7)

По теореме Хелли в (7) можно перейти к пределу (см. (8), стр. 254). 
Лемма доказана.
| Доказательство теоремы 4. Для каждого номера /п, 
/я=֊0, 1, 2,..., построим соответствующие функции /^(х), удовлет­
воряющие требованиям леммы. Пусть А,п носитель меры ЛДдх), 
рДп։ = 0, и А счетное всюду плотное множество двоично-иррацио­
нальных чисел. Покажем, что множество
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л* гп
т

(8)

удовлетворяет требованиям теоремы 
2я/

Пусть V (7„и/л(х) сходится к нулю 
/7 — 0

4. Легко увидеть, что пЕ =0. 

на Е и |а„|<ел. Пусть

СП Ат и х = и+г£Е. Тогда 
гл - 0 

2п1—1 2я/—1
V а„1Г„(х) = V а„ 1Гл(и) Г„(г>), 

пв0 п*0 (9)

быть может, за исключением счетного множества значений V. Возь­
мем произвольное т и интегрируем (9) по мере сЦт(ъ) (счетное 
множество имеет нулевую меру по мере с1/т{у)). Получим

1
Г 2я/—1 2я/—1 л
2 ^л(«4-^)^/т(^)= 2 ап/т(п)№п(и). (10)

к) л—О л> — 0
О

Но левая часть (10) стремится к нулю (по теореме Лебега). Значит

2я/ —1 А х л
Пт^ ап/т{п) и/п(м) = 0 при и£А и V |ал/т(л)|<-тоо. (11)<՛-•». л * 0 л - 0

Л
Следовательно, все ап/п(т) равны нулю. Поэтому а,п = 0, так как 
л

Теорема доказана.
Доказательство теоремы 1. Без ограничения общности 

можно считать, что £п = ьт, когда 2к^т, п<2к+\ £=1, 2, .... Пусть 
Еп — открытое множество, удовлетворяющее требованиям теоремы 3, 

и —, С—множество, удовлетворяющее требованиям леммы, а 
п

В—множество двоично-рациональных точек. Покажем, что множество 
/ ОО \

Е= ( р) Еп )и^иС удовлетворяет требованиям теоремы 1. Пусть 
\л- ։ /

2я/-1
частичные суммы 5։(х)=У ап М/л(х) сходятся к нулю на Е и |ал|<^ 

/1 — 0
<Сел, л = 0, 1, 2, .... Из того, что 5/(х) сходится к нулю на В, сле­
дует, что множество

О = |л : Пт 8ир|5/(х)|>11 
/*•

— множество типа Нетрудно убедиться, что если 0 = 0, то 
Для всех х^|0, 1|, /=1, 2, .... Это следует из того, что 

00 00

ряд Хаара V £>л/л(х), полученный из ряда Уолша У} ал№\(х), удов- 
л — I л-1

♦ 0-Ь см. (5). х + у։х^А,
гп-О
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летворяет условию ^//уЛ(х)-0 для любого х, где {^}—все те номе­
ра д, для которых Хл(-*)¥=0 (см., например (•), стр. 410).

Покажем, что 0=0. Если 0=^0, то из того, что (/֊множество
00

типа О։, Оси Е'„ и ^-замкнутые множества, следует существова- 
п — 1

ние интервала /—типа Хаара и номера т, для которых (см. (։), стр. 
548, лемма 6.17)

0¥=/Л</С/П^.
Пусть У некоторый интервал типа Хаара и

Л»

(12)

(13)

Пусть У №п{х) разложение по системе Уолша характеристичес-
л —О

кой функции интервала 1 (оно представляет собой конечную сумму).

Обозначим через V СП игп(х) рормальное•• произведение ряда
л— О

на V />пЦ7л(х) (см. (5)). Очевидно, что для достаточно

больших I имеют место
л— О п • О

и

2"|- — 1
V аяи'„(л) =

л»0

2л/~1
V с„1Г/,(х) при х(У 

Л —о

2Л/—1
2 Сл^7л(х) = 0 при 
л—О

х£У.

(14)

(15)

Легко заметить, что |сл|<^А1ел, Л4>0, л«1։ 2,.... Из (14) и (15)
2Л/— 1

следует, что х: Нт 5пр 2
\ 4 -» •© Л • О

сп ^л(х) >1 = 0. Поэтому частичные

2л<-1
суммы 2 сп М7л(х) равномерно ограничены. Кроме того, из (14) и 

л—О
(15) вытекает, что

2«/—1
Ит2 спГл(х) = 0, хеС. (16)
/-► •• л О

Из леммы следует, что сл = 0 для всех п. Из этого, из (14) и из 
того, что J произвольный интервал типа Хаара, лежащий в / 
следует

2Л/ — I
Пт У ця1Гл(х) = 0 при х^/\~]Еп. 
I -• «• л “О

(17)

Пусть V £/„М7л(х) = х/(х), где х,(х)-характеристическая функция 
л »0 

00 
интервала /. Рассмотрим формальное произведение рядов 2
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□О 00

и V (1п \Х7„(х)у которое обозначим через V т« ^„(х). Рассуждая так 
л-0 л—О

же, как и выше, получим
2'4—1

Нт 2 Тл^л(х) = О при х££л и |^л|<УИея. (18)
I > •* л —О

По теореме 3 из (18) следует, что -[„ = (), /г = 0, 1, 2, .... Поэтому
2л<-1

Нт V али7л(х) = 0, х£/;
I -* •• л — О

это противоречит тому, что Итак, 0 = 0 и поэтому все
частичные суммы 5,(х) равномерно ограничены. Согласно лемме, от­
сюда следует, что ал = 0, л = 0, 1, 2.........

В заключение выражаю благодарность профессору А. А. Талаля-
ну, под руководством которого выполнена настоящая работа.
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Հաարի և Ոտլշի համակարգերի միակության թարմությունների մասին

Աշխատան րում ա պա ցուցված
Թ ե ո րե մ /• Դիցուք I 0: '^/7 դե պքում ցո լութ լուն ունի է _ |0, 1 ] 

թ/5=0, այնպիսին, որ ե թ ե և ինչ֊որ {^//ՀԼյ բնական (ժվերի ենթա֊
Կաց որդականու իքլան համար

2Պ-1
11ա V սո №Հ/յ^) = 0, x££', 
I ■* — Ո — 0

•“պ* <ւո = 0, Ո = 0, 1, 2, . . .։
Թեորեմ 1~ից ^ետևում է*
Թեորեմ 2. Դիցուք շո | 0/ Այդ դեպքում գոյություն ունի £լ1[0, 1 ], 

թք = 0, այնպիսին, ոք եթե ե {/2,}^, քնական թվեքի ենթանւս-
շոքդականության նամաք 

ու
1էրո V ճո£„^)=0, X££‘ 
I -* — Ո — 0

ապա ճ„=0, Ո = 0, 1, 2,....
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