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Настоящая работа посвящена изучению связей между ^-сте
пенями, степенями неразрешимости и аксиоматическими теориями. В 
ней приводятся краткие доказательства двух следующих теорем:

1. Внутри каждой Т-степени ^=0(2) содержится некоторая 
е-степень.

2. е-степень тотальна (т. е. содержит график некоторой 
всюду определенной функции) тогда и только тогда, когда она 
содержит некоторую теорию.

Мы будем пользоваться терминологией и понятиями, введенны
ми в С1՜’).

Пусть Ф—нумерация операторов перечисления (1). Через А‘ 
обозначим множество «х, О|х£Фл[А11. Очевидно, что

УЯ(Д'<г£<=>¥л(Фл[4].СгЯ)).
Через обозначим множество {и|<£, где $ = <£, п>.

Теорема 1. УС(0^гСоЭД(^(Д)^г(С))).
Доказательство. Пусть 0(2)^гС. Нам достаточно построить 

множество Д, удовлетворяющее следующим условиям:
1) Л=гС;
2) УЛ(Д^Фл[Л]=)Д<тФл|Д1);
3) Л'<М.
Построение множества А будет производиться по шагам. Па

раллельно мы будем строить вспомогательное множество В такое, 
что Вс^А. Для любого шага $ множества Д5 и В։, полученные на 
этом шаге, должны быть рекурсивными и удовлетворять условиям: 

и Вз-1^ВХ.
Ш а г 0. До = Во= 0. Переходим к шагу 1.
Шаг 54-1. Пусть $ = <7*, п^>- Через обозначим /-ое по воз

растанию число, не принадлежащее Л,и^-
Под шаг 1. Проверяем, выполняется ли условие
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Если существуют числа, удовлетворяющие этому условию, то мы 
можем перечислить их каким-либо заранее фиксированным способом. 
Пусть <от0, /о> —первая пара при этом перечислении.

Тогда, если т0=аг°>, то Д(/' = АДи £Ь,и{<։<?}, ^3, = ВЛи{а^}.

Если т0 = ар, то А$> = В^ = Вх[]{а^}.

Если т0^а<°), а<։), то А^ = АЛ_)01оЦ{а^ а<։>}, ^=В/и{т0}.

Переходим к подшагу 4.
Допустим, что чисел, удовлетворяющих условию (1), не существует, 
т. е.

У/п V/ (т£А !&£)[ П = 0 & т £ Ф*Ф„ | £)/ ] 3)/и /)/). (2)
Тогда

Лу = А5, В'" = В,Ц{а^ а(И).

Заметим, что (2) верно и для ДГД и Переходим к подшагу 2.
Под шаг 2. Проверяем, выполняется ли условие

ЗрУ'/(^П (̂51)=0&( (̂;)^’и(^ФЛФл[29ц|3)/)иП(^и^1,)=#0))). (3)

Пусть р0— наименьшее число, удовлетворяющее условию (3).
Берем Д^ = Д<;>и(а^+3>|, £</> = и и и {<Л2). • • • «(/о+2>։

и переходим к подшагу 4.
Допустим, что такого числа не существует, т. е.

у^-/(плп^?)=0о(/ед?)&зи(/сФ>Фн|^]^п(^и^1))=0))). (4) 

В этом случае Д(52, = Д^и^21}, В\2}=-В'р. Переходим к подшагу 3. 
Заметим, что (2) и (4) выполняются и для Д^21 и В,2).

Подшаг 3. Некоторым фиксированным способом выбираем ре
курсивную последовательность {<>/, со следующими свойства
ми: • „

1) 2<€ФЛФяря/1;
2) ^ед?>;
3) йи, Г)В™ = 0;
4)
5) тах/)и/<Ъ1п £Ц+1.

Существование такой последовательности следует из (2) и (4).

Д(3> = Д(2)и(и^֊{^

^(31 = Л(_д(2)и(иЛЛ/)։
I

Переходим к подшагу 4.
Подшаг 4. Пусть 6^—£-ое по возрастанию число, не принад

лежащее д(3>и^(Л
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Рассмотрим множество (),. Пусть (), бесконечно. Начинаем пе
речислять числа, удовлетворяющие условию 0).
Пусть /0—первое число в этом пересчете. Положим

л<;)=я<3)и/\1Ж0),
Переходим к подшагу 5.

Если таких чисел не существует, то берем Л^‘ = Д(3)М{д‘0)}, 
= и переходим к подшагу 5.

Допустим, что (Л конечно и |(?5| = /. В этом случае берем

и переходим к подшагу 5.
Подшаг 5. Пусть с—наименьшее число, не принадлежащее

Если $£С, то В^\=-В^.
Если $£С, то ЛЛ+։ = Л^\ В5+1 = В\'>и |с}.
Переходим к шагу $4-2-

Возьмем Л~(0Л, и покажем, что оно удовлетворяет требуемым 
I «՛ .
свойствам. Так как все условия, проверяемые при построении, имеют 
степень ^г0Г2>, а 0(2)^тС, то, используя С, мы сможем породить 
Л4 и В* для любого 5. Поскольку любое число на каком-либо шаге 
попадает либо в Д4, либо в Вх, то мы можем таким образом распоз
нать, принадлежит ли это число множеству Л или не принадлежит. 
Следовательно, Л<гС.

С другой стороны, вся информация о построении множества А 
закодирована в самом множестве Л так, что, задав конечное число 
вопросов о принадлежности элементов этому множеству, мы сможем 
проследить это построение до любого шага 5. Тем самым, во-первых, 
мы сможем распознать принадлежность любого числа множеству С, 
т. е. разрешить С относительно Л, и, во-вторых, получив всю ин
формацию об интересующем нас операторе перечисления, сможем 
разрешить множество Ае. Таким образом, С=тА и Л'ОЛ. Пункт 2 
доказывается так же, как и в теореме 1 из (4). Теорема доказана.

В (4) была введена ^Г-сводимость и изучались некоторые свой
ства еТ-степеней. Напомним, что

А^еТВ^А^еВ&А^тВ.

Следствие 1. Существует несчетное множество е-степе- 
ней, состоящих из одной еТ-степени.

Для доказательства следующей теоремы нам понадобятся неко
торые свойства тотальных е-степеней, а именно:

(1) ^-степень а является тотальной тогда и только тогда, когда 
существует множество А£а такое, что Д<Л,.

(2) Пусть а—тотальная е-степеиь и множество Л обладает свой
ствами из пункта (1). Тогда В^В^а&В рекурсивно перечислимо 
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относительно А&А^еВ). В дальнейшем при рассмотрении теорий ми 
будем отождествлять формулы языков этих теорий с их номерами, 
как это делается, например, в (’)• Для всякого числа х через '|х 
обозначим номер отрицания формулы с номером х.

Теорема 2. е-степень а является тотальной тогда и
только тогда, когда в ней содержится некоторая полная теория. 

Доказательство. Достаточность. Пусть —полная
теория. Тогда х£Т&~\х£Т\ т. е. Т^еТ. Отсюда, согласно (1), а 
является тотальной.

Н е о б х од и м о с т ь. Пусть а—тотальная ^-степень, А^а и Д<;,Д. 
Мы построим полную теорию Т, рекурсивно перечислимую относи
тельно А и такую, что А^еТ. Таким образом, Т будет принадле
жать а согласно (2).

Рассмотрим следующий язык А:
О, 1,... п, .. .—символы констант;
х, х։, .. .—предметные переменные;
Р— одноместный предикатный символ;
~|, &, I/—логические связки;
V, Я —кванторы.
Определим модель ЭХ языка Ь следующим образом.
Л/ = (/и0, т^— универсум модели.
*—интерпретирующее отображение, ставящее в соответствие:

1т0, если пСА 
каждому константному символу п—{

если п$А 
предикатному символу Р—отношение Р' на множестве Л1 такое, что 
Р —{т0}.

Термы, формулы языка А, а также истинность формул языка А 
в модели ЭХ определяются обычным образом.

Возьмем в качестве Т множество формул языка А, истинных в 
модели ЭХ. Очевидно, что Т рекурсивно перечислимо относительно 
А и является полной теорией. А так как п£А<^Р(п)£ Т для всякого 
л, то и А^еТ.

Теорема доказана.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

1Г. Տա. ԽՈՋԱՅԱՆ*
в —աստիճաններ, Т -աստիճաններ և աքսիոմատիկ տեսություններ

Հոդվածը նվիրված է թվելիության աստիճանների ( ք! ֊ ա ստիճանների ), 
անլուծելիության աստիճանների ( / - աստիճանների ) և աքսիոմատիկ տե
սությունների միջև եղած հարաբերությունների հ ե տ ա դո տ մ ան ր ։

Ս տացված են հետևյալ արդյունքները.
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7. 0^~ից բարձր կամայական Т -աստիճանր պարունակում է որևէ
բ —֊ աստիճանի բոլոր բա զմութ յունն երր է

Այստեղից հետևում է, որ զոյություն ունի այնպիսի ճ - ա ս տ ի ճ անն ե րի 
անհ աշզե լի բ ա զմո ւթ յուն, որոնք կազմված են մեկական €1' ֊աստիճան
ներից ( բ. ք —հանզեցումբ ներմուծված է (*)-ում

2, Կամայական բ-աստիճանր տոտալ է այն և միայն այն դեպքում,
երբ այն պարունակում է որևէ լրիվ աքսիմատիկ տեսություն։
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