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В данной статье изучается тьюринговая сводимость (Л в классе 
всех рекурсивно-перечислимых (р. п.) множеств. Вводятся понятия 
ограниченно-тьюринговой (ЬТ) сводимости и ^-креативности и дока
зывается, что в этом классе Т- и ЬЛсводимости, а также Т- и 
АЛ креативности совпадают. Все хорошо известные понятия, исполь
зуемые в изложении, можно найти в (։).

Определение. Если а и р р. п. множества, то а ЬТ сводится 
к р, если существует о. р. ф. А такая, что

(1)

и
Ух||и/Л(ж)|<^|,
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2)
где |а|—мощность множества а.

Теорема 1. Если а и $ р. п. множества, то
Доказательство. В одну сторону очевидно. Предположим, 

что а, р р. п. множества з^^-Р, и покажем, что а^гр. Известно (1), 
что, если а^'р, то я и Р находятся в соотношении (1) с функцией / 
вместо А.

Пусть ^(։), а* и рл конечные подмножества « и р соот
ветственно, перечисленные за п шагов некоторых перечислений и 
такие, что ^/(х)= и а=иал и Р=и₽л- Для каждого по 

л 2 * * * * 7 ' п л
шагам п будем строить последовательность конечных множеств 7°ГС= 
^7^С ... С7?^ • • • такую, что и7/(х)| и о. р. ф. А, опреде
ленная как ^1=07;» обладает тем свойством, что Ух[| 1ГЛ(л)|<о©| 

Л
и а^*0. Это и будет означать, что *«Сг>гр.

Шаг 0. Для всех х и жх положим 7Л=0.



Шаг л 4-1. Предположим, что 7" ал, рл определены для
всех х, х«сл4֊1. Выпишем следующие условия:

1) х^ал+1;

2) Эи|иС71&^«П?л+1 = 01

и для каждого х^л4-1, проверяя выполнимость условий 1.2, будем 
строить 7л + 1 описанной ниже инструкцией.

6) Vu|w^7;o֊»=>/)tlQ(iV\p'»o֊։)^0].

В существовании такого шага легко убедиться. Тогда на конце ша
га л0 7*° = 7^°-։и{м0} и верно следующее утверждение:

| п0^п=^пх = 7;о&мо£ 7?&£>«q П = 01.
Поэтому

х&֊*Ъи[и£ ^ад&ОвП?-01<Ч ^(ж)|<оо.

Теорема доказана.

Инструкция. Пусть х фиксированное число и х^л4֊1. Про
веряем, выполняется ли 1) для х. Если да, то определим 7л + 1=7« и 
переходим к шагу д+2, в противоположном случае проверяем вы
полнимость условия 2).

Если 2) выполняется для х, то определим ^+1 = ^л и перейдем 
к шагу п-\-2. В противном случае пусть и0 наименьшее число из 

положим 7л+1 = 1^и{ио) и перейдем к шагу п,-\-2.
Описание инструкции закончено.
Определим 7х=и7л- Так как в 7՞ добавляются числа только из 

то для всех х£У 7х^Ю%г). Очевидно также, что постовский 
номер 7х находится некоторой о. р. ф. А(х), т. е. Ух[ и/Л(Ж) = 7х|.

Покажем, что Ух||и7Л{л)|<оо]&а«^р, т. е. а<£гР.
Пусть х£а и л0 наименьший шаг такой, что х^ал% Тогда в силу 

условия 1) инструкции Ул|л0<Сп=^Т^ = Т?1- Поэтому |У^л(х)Коо. С дру
гой стороны

х£а=>Ун[н£ ^л(х)=>£>и Г| ].

Так как 1ГА(Х)С И7/(х), то верно и

x£a=>Vи[и£ и^л(ж)=^^иП₽¥=0 Ь

Пусть теперь х&\ тогда из того, что а^р, имеем 

х£а.=^и[и£ №/(Х)&.ОиПр = 01.

Поэтому существует единственный шаг л0 такой, что 
и для «о = min{ U7"(O։) \7л°՜՝| выполнены следующие два условия:

а) ^и0П?— 0;
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Замечание. Из построения множеств 7я видно, что х£а=> су
ществует единственное число и0 такое, что и/Л(х)&ОиП₽ = 0.

Теорема 2. Р. п. множество 0 Т-креативно тогда и толь
ко тогда, когда р ЬТ-креативно.

Доказательство. В одну сторону очевидно. Покажем, что 
если Р Г-креативно, то 3 ЬТ-креативно. По определению р. п. 3 
Г-креативно, если существует о. р. ф. р такая, что

(3)

Легко убедиться, что для любого верно одно и только одно из 
следующих двух утверждений:

3«|м€^(х)&£)иС 1Г,]; (а)
Э«[^1Гг(ж)&ОоПР=0]. (Ь>

Заметим также, что

¥х[ и/,(х)=#0|, (4>

так как в противном случае (3) превращается в противоречивое ут
верждение.

Доказательство теоремы будет проводиться по шагам. Пусть Р\
У7Я и иг/" . конечные подмножества, перечисленные к шагу п в со- Л К 'Л'
ответствующих множествах ₽, и Ц^(Х). На каждом шаге п для 
всех х, (х^п) будут построены конечные множества такие, что
для всех х, 7^7"+1 ЗЕункция Л(х), определенная как ^м.)=и 1

I

будет функцией Ь Лкреативности 3- А именно Л(х) удовлет
п

ворит (3) вместо £ и ¥х[| 1ГА(х)Коо].
Для всех п£М обозначим следующие семейства предикатов:

(Яд);

Яц[ы£7я&£)иС1¥х₽я +1 ] (Ьп).

Ш а г 0. Для всех х£Л/ поместим в 7х первый элемент, вычис
ленный в По замечанию (4) ¥х[?£=£0].

Шаг «4-1. Пусть 7я ря+1, 1^я+1 и №'"+։. определены к шагу л л * V*/
/г-Ь-1. Для каждого х<л-|-1 определим 7я4՜1, выполняя предписания 
следующей инструкции.

Проверяем, истинен ли предикат (ал). Если да, то 7?+1 = 7^ пе* 
реходим к шагу л-Ь2, в противном случае проверяем, истинен ли 
предикат (Ьл). Если да, то 72+։ = Тх, переходим к шагу л 4-2, в про
тивном случае находим наименьшее число и0 из если та
кое существует, определяем 7"+1 = 7"и 1ио) (если не найдется п0, то 
71+'=7?) и переходим к шагу л+2. Описание инструкции окончено.

Определим о. р. ф. Л(х) как
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n
(5)

Пусть А и В обозначают левую и, соответственно, правую части эк
вивалентности (3). Сначала мы докажем, что А&В истинна с функ
цией А вместо £ и |Ц/Л(х)|<оо для х, удовлетворяющих (а). А затем 
для х, удовлетворяющих (А), покажем, что —А&—В истиннна с 
функцией А вместо g и | ЮЛл(Х)К©о. Тем самым в силу замечания об 
(а) и (А) будет установлена эквивалентность (3) для функции А та
кой, что Ух[|и7л(Ж)|<^оо]. Заметим, что Ух\'л[т£С Это очевид
но.

Пусть х удовлетворяет (а). Тогда множество 
1 и/и^. * 0•

Покажем, что хотя бы одно число и0£/ будет помещено в на не
котором шаге п.

Предположим противное, т. е.

Так как V«[y^0|, то из того, что

VnAu\u^n^Du(Jl UTr],

следует

VnVu\u^nr^Du\Z

Тогда для всех п (ап) не выполняется для х и предписания инструк
ции обязывают переходить к проверке условия (Ап) на каждом ша
ге п. Так как х удовлетворяет (а), то из (3) имеем

Поэтому
VnVu|[uC7!;.&/?uCjV\₽n + 1H3n'[nz>n&Z)u(r:A\p«'+i],

т. е. на бесконечном числе шагов п'Ц-1 х не удовлетворяет также
условиям (Ая ). Поэтому согласно инструкции мы вынуждены добав
лять новые числа и' из в 7՞+1, не затрагивая чисел из /.
этого не может быть в силу выбора чисел и'— min ( |.

Но
По-

лучили противоречие. Поэтому хотя бы одно число из / будет по
мешено в ^х.

Пусть п£1 первое число, помещенное в 7%, где л0 номер наи
меньшего такого шага. Очевидно из инструкции, что

Vn[п0<п-ф = ^&.иQ^nx&.Dи(^ U7J|.

Поэтому

и ясно, что в
Покажем

| и/Л(х>|<оо£Эн|^ Wh(x)&Du^Wx], 

U/h(X} попадает только одно число uQ из /. 
теперь, что

70



v^z[«c ^Л(Ж)^^ПР¥=0].

Предположим противное, т. е. 1ГЛ(Х)&£ИГ|0 = 0 [. Так как
№%х)С2М'жг), то и/г(х)&ПиПР=0], тогда из (3) имеем: У«[н£ 
£ 1ГД Но это противоречит выбору х в этой части дока
зательства. Таким образом, нами доказано:

Если х удовлетворяет (а), то | и/ЛЛ(х)|<^оо и А&В истинна для Л.
Пусть х удовлетворяет (/>). Тогда для всех п условия (ап) не 

выполняются, так как в противном случае х удовлетворяет (а), чего не 
может быть в силу замечания об (а) и (Ь). Поэтому на каждом ша
ге п мы переходим к проверке условия (Ьп).

Пусть С= [и/и£ ^(Х)&Л>ыр(3 = 0}- Ясно, что С непустое мно
жество. Поэтому существует число п0 такое, что для некоторого 
и0£С выполнены следующие условия:

/*0=т1п { +

Тогда на шаге л0Н֊1 и (6Яо) не выполняется. Поэтому в конце этого 
шага и0 будет помещен в 7^о+1 и очевидно, что

=т;о+։&и0С1;&/Л0сл,\₽л+1].

Это означает, что | и7й(Х)|<Ъо и и7Л(х)&£)цС₽]. Покажем теперь, 
что М,,(Х}<=$Г)и(Е У7Х]. Опять предположим противное, т. е.
аа[и^1ГЛ(Х)&Пцси?х]. Так как и7мС1^), то Н^(Ж)&ОИС ^х|. 
Учитывая (3), получаем а это противоречит выбо
ру числа х, удовлетворяющему (Ь). Наконец мы получили |и/л(л)К°° 
и истинность ~А&~В для Л.

Теорема доказана.
Замечание. к(х) обладает тем свойством, что для удовлет

ворения (а) или (Ь) в ^л(х) существует единственное число и0.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР

Լ. Ս. ԱՍԱՏՐՅԱՆ

Երկու թեորեմ սահմանափակ թյուրինգյան րերելիության մասին

Ալդորիթմիկ բե րե (ի ութ յո ւնն ե րի ց ամենաբնականր և ա մ են ւս րն դ> ան ո ւր ր 
թյուրինդյան րերելի ո ւթ յո ւնն է։ Այս հոդվածում մտցվում է բնականորեն 
սահմ անվոդ սահմ անափակ֊թ յուրին դ յան բերե լիութ յան դաղափարր րւե- 
կուրսիվ թվարկելի բազմությունների դասի համար։

Աոաջին թեորեմր ա պա ցուցում է, որ նշված դասում թյուրինդյան և
սահմանափակ թյուրինդյան բերե լիութ յուններր >ամրնկնում են։

ք՛ացի դրանից մտցված և ուսումնասիրված է նաև բազմ ութ յան սա\-
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մ անա փա կ֊թ յուրին դ յան
ապացուցում էէ որ այս
կրեատիվութ յան

կրեատիվութ յան դադափարր։ Երկրորդ թեորեմր 
դադափարր նույնպես համրնկնում է թյուրինդյան

դաղափարի հետ վերոհիշյալ դասում։
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