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О показателе сингулярности напряжений для трещины при сцеплении 
участков ее берегов, сгущающихся к вершинам

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н X. Арутюняном 3/11 1981)Исследованию показателя сингулярности напряжений вблизи вершин трещины или угловых вырезов, имеющему большое значение в механике разрушения, посвящено большое количество работ (см. (1՜3) и др.). В данной заметке изучается влияние частичного закрепления берегов трещины вблизи ее концов на указанный показатель. При этом предполагается, что в логарифмическом масштабе участки сцепления берегов расположены периодически. Получены асимптотические формулы для вектора смешения и тензора напряжений. Исследуется показатель сингулярности напряжений в двух предельных случаях—когда размеры зоны сцепления исчезающе малы и когда сцепление почти полное.Пусть й0—подобласть R2 с гладкой (класса С®) границей содержащая отрезок Г = {л£/?*: х8^0, кЛ^!}. Положим 21 = !20ч Г и обозначим через 2в, з£(0, 1), областьа.=с,и и М’). (>>л-Лгде Л/—натуральное число, △«(*) = {*€/?*: л Но£(1 — к]|)/Л€((а~ 1)/֊» (1-«)/2), х2 = 0}, а>1.В области 2. рассмотрим задачу классической теории упругости:
Ди-|-(1— в й.,з1։(и) = а22(и)=-0 на (2)и = 4* на где и—вектор смещений, — компоненты тензора напряжений, 4*—заданное на внешней границе смещение. Исследуем асимптотику вблизи точек ( ±1, 0) решения задачи (2). Достаточно ограничиться левым концом (—1, 0) трещины. Введем полярные координаты (г, 5) с центром в ( — 1, 0) так, чтобы верхний и нижний берега разреза задавались уравнениями 9=+0.
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Как и в (1-а), для рассматриваемой задачи показатели в асимптотике и при г-*0 являются собственными числами некоторой краевой задачи с комплексным параметром. В случае угловых точек это краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения. Здесь же возникает краевая задача в прямоугольнике с разрезом.Введем множества Л’ = {(/, 0):/£(—а/2, а/2), 0£( —к, к)} и Та = {(/, б): //(1 — з)£| — л/2, а/2|, 0 = 0} и рассмотрим краевую задачу

на (3)Вектор и = (Ц. и2) удовлетворяет также условиям периодичности на сторонах прямоугольника К. В (3) дифференциальные операторы 2рц задаются равенствами

Вектор U имеет смысл вектора смещений, записанного в координатах (С 0) ==(logг, 0), а правые части выражений (4), умноженные на ехр ( — /),—компонент тензора напряжений в этих же координатах.Теорема 1. Собственные значения краевой задачи (3) яв
ляются изолированными значениями на комплексной плоскости и 
образуют периодическое вдоль мнимой оси семейство точек с пе
риодом 2~а (т. е. числа к и i.-\-2~ai являются собственными одно
временно).Обозначим указанные собственные числа, лежащие в полуполосе: Re>.>0, 1пй£[0, 2^а)}, через /1։ . . .;Ф^1՛01, . . ., Ф<’/'0)—собственные, а {Ф/Л?}р։,» • присоеди- / Л— Iненные векторы краевой задачи (3), соответствующие собственному числу X/. Будем считать, что эти векторы образуют каноническиежордановы цепочки.Теорема 2. Для энергетического решения и£ 1Г4(2.) задачи (2) справедлива асимптотическая формула

(иг, щ)(г. 0) = и(Л1)(г, 0)4-c/„(x)(cos0, —sinB) Tca;(x)(sin0, cos0)4-
М

+ С(х) 2
/-* <7-1 J-0 Л-0 k\

(log г)* Фум-Л,(1о£ г, 0)-
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Здесь е1։ г2, с^—постоянные, зависящие от ф; функция из Су(/?2), равная единице в малой окрестности точки ( — 1,0); функ
ции Ф^'Р)(С °) считаются продолженными по периодичности на 
все значения переменной I, .VI произвольное натуральное число՛ 
(иг, и*)—вектор перемещений, записанный в полярных координа
тах; для вектора и{Л,) при любом положительном о конечен ин
теграл

r2(8-ReA^)( | vU(.M)|> + Г-г |U(M)|2)^y

Из приведенной теоремы вытекает, что порядок А сингулярности напряжений в точках (±1, 0) имеет значение Re^—1. Его отыскание связано с нахождением собственных чисел несамосопряженной краевой задачи. Следующая теорема посвящена рассмотрению двух предельных случаев —а->0 и а->1, что соответствует исчезающе малым размерам зоны сцепления и почти полному склеиванию берегов. При помощи рассуждений, аналогичных приведенным в статьях (4>5) (см. также (6), где предложен общий алгорифм построения асимптотики решений эллиптических краевых задач при иррегулярном возмущении области), конструируется асимптотика А при а-*0 и а—1.Теорема 3. Справедливы соотношения՝.Л=-1/2 Ф2(а log (2/а))-1 4֊ O(|log(a/2)|֊a), а->0,* (1-- ( X 2х֊! 1 I . ХЛ//։ 1Л = — :------ — тах------- , —— .1Н֊О((1-а)3), а-*1.32 Ь>-1 х+1 )Здесь /=3—4>; а, а—параметры, входящие в определение (1) области 2в.
-Ленинградский государственный
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U. Ա. ՆԱԶԱՐՈՎճեղքի համար նրա ափերի տեղամասերի կցման ղեւղէում զազաթի մոտ խտացող լարումների եզակիության ցուցիչի մասին
Բերվում են ճեղքի գագաթի մոտ, որտեղ ափերի տեղամասերը կցված 

են իրար, ասիմպտոտական բանաձևեր լարումների և տեղափոխությունների 
համար։ Լարումների եղակիության ցուցիշը ուսումնասիրվել է երկու սահմա 
նային դեպքերի համար, երբ ճեղքի ափերի կցման հատվածները շատ փոքր 
են և երբ միացումները մոտենում են ճեղքի ափերի լիովին կցմանը։

ЛИТЕРАТУР А—Գ ՐԱԿԱՆՈԻ^ՏՈԻՆ
> M. L. Williams. J. Appl. Meeh., vol. 19, № 1 (1952). ’ А. И. Каландия. Прик

ладная математика и механика, т. 33, № 1 (1969). 3 В. А Дудников, Н Ф. Морозов. 
Мех. тв. тела, № 1, 1975. 4 А. А. Самарский. УМН.т.5, №3(1950). 5 С. A. Swanson. 
Canad. Math. Bull., vol. 6, № 1 (1963). e В. Г. Мазья. С. А. Назаров, Б. А. Пламе- 

невскии, ДАН СССР, т. 249. № 1 (1979).
53


