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МАТЕМАТИКА

Л. Ш Агабабян, А. Б. Нерсесян

О достаточных условиях корректности задачи Гурса для 
гиперболического уравнения второго порядка со 

степенным выражением

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 28/1 1981)

Введение. Рассмотрим уравнение

y2mUxx—uyy-\-a(x, y)ux + b(x, у)иу-[с(х, у)и=Дх, у), (0.1)
где я£>0, а(х, у), Ь(х, у), с(х, у), Дх, у)—непрерывные функции в 
четырехугольнике Z), ограниченном характеристиками уравнения (0.1), 
выходящими из точек 0(0, 0) и С(0, а). Через ОД и 08 обозначим 
куски характеристик, выходящих из начала координат 0(0, 0).

Задача Гурса. Найти r области О решение уравнения (0.1), 
непрерывное в О и удовлетворяющее граничным условиям

и1<м = Р1(у), «|ов = |12(У)- (0.2)

В рассматриваемой постановке задача Гурса, насколько нам из
вестно, не изучалась. В работе (’) изучается задача Гурса для уров
не ния 

У2и.хх — Wyy{-S/Zx = 0, a —const

в области, ограниченной отрезком |0, 1] оси л* и характеристиками, 
выходящими из точек Д(0, 0) и В(1, 0). В работах (13) изучается, в 
частности, задача Гурса для областей, содержащих кусок линии вы
рождения.

Без ограничения общности можно считать Ь(х, у) =ц1(У)я։Н1(У)“ 
|=0. Первое достигается введением новой неизвестной функции V по 
формуле

у
и = г»ехр {—֊ у Ь(х, з) <15 

л
а однородность граничных условий, например, заменой



г»(^, у) «(*. 71(У)-* 
ъ(у)-ъ(у)

11։<У).

где х = 1((у)— уравнения характеристик О А и ОВ.
В предлагаемой работе выявляются достаточные условия кор

ректности задачи

у^ихх-иуу+а(х, у)и*+с(х, у)и = /(х, у); (1)

«|ол = и|ов=0 (2)

при соответствующих ограничениях на коэффициенты уравнения (1), 
причем, как и в случае задачи Коши для уравнения (1), оказывает
ся, что основному ограничению подвергается коэффициент а(л, у).

Основным результатом работы является
Теорема. Пусть в области О выполняются условия:

3) /О. У)€С(О), 

где

Тогда существует единственное решение задачи (1), (2) из класса 
С(/Э), устойчивое относительно возмущений

Таким образом, оказывается, что для корректности задачи (0.2) 
достаточны примерно те же условия, что и в случае задачи Коши 
для уравнения (0.1) с данными на линии вырождения (см. (4), гл. 5, 
§1).

1. Сведение к интегральному уравнению. Переходя 
к новым переменным

и используя соотношения

приведем уравнение (1) к виду

2т
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1

где

я։(:, г^а

(5)

Граничные условия (2) примут вид

(6)

Решение задачи (4), (6) ищется в области 0<С
<С17<С^о1 плоскости переменных т]. Рассмотрим, далее, уравнение

1 У2тИхХ—иу^тут-}их=/(х, у) (7)

при граничных условиях (2). 
ние (7) примет вид

После замены переменных (3) уравне-

23 • (8)

Решение уравнения (8) при граничных условиях (6) выписывается в 
явном виде (4):
I С Л

ч)=— /։(/, /> = 4( ——֊ ) . (9)
р .} 3 \ 2 /

о о

Запишем уравнение (4) в виде

■ ' :ч- • (10)

Используя теперь формулу (9), получаем 
с ч

ч)= — С (,]-/)-’<// | /,(/,

п



с
— — I (■>!—0֊₽Л 1 с։(<. «)(«—/)-’«(/, «)</« I-

р .1 J 
О о

с ч
+ ֊ [ I Л(/, $)($ —Г)-^,-^)^, (Ц)

р л 3
о о

где

Д('„ ^)=т (тг-’023՜՜1— ^). (12)
\ ** /

Третий интеграл в формуле (11) преобразуем интегрированием по 
частям:

с пр р
I (^—О՜3^ | Л(Л $)($—/)~?и^$֊4- 

V •'о о

I йз I Д(/, $)(?]—/)-'3(«—/)~'3д/^/ =
• / • 'о о

(*»—О՜3 4(М)(Г<—О՜3'^,^) —

м(/, $)[Л(/, £)(х —/)-р]дб/х | (И-\-

Д(^л)(^—О-3(5—/)-'1|/и(/,5)^

с с
^<-о-2М(/,7])М(/Л)^4- Сд(;։5)(т]-;)֊3(^_;)-рИ(:л)^_

•# </о о
* ч
I (^—о՜3^ С(5—о՜3

6 о
Л(/,$) 4֊ А(М) +

?Л(/л) 

19—/
и(/,$)г/$. (13)

Подставляя выражение (13) в уравнение (И), придем к интеграль
ному уравнению для неизвестной функции и('., 75):

р
I (19-/)-2М(/,-19)а?/ ф

Ь о
($֊-:)֊м(;,$)<>,$№-



+A«(M)+A(M) u(t,s)ds~Pu-]P\ (14)

где

I А 4
— (*Ь—0"₽Л С/1(Л^)(^—0՜^$.
р 3 и

о о
2. Доказательство теоремы. Применим обычную схему 

последовательных приближений: ип = Рип-\ -\-Р, ио=О, л>1.
Пусть функции А(’,.^), и непрерывны в области /Д 

и, кроме того, выполняются условия:
+ г>>0,

ki(’.’i)l<z (7)-՛.) 

I A(:.Ti)|<Ai, 

где «^-2?—1, Z.=const^>0. Имеет место

(16)

(17)
(18)

Л е м м а. В области Е)г справедлива оценка

М 
2/>(1֊0)г 

N = Ат +6,

;)2-23+*7

*-о (2-2Ж)...(2֊2?+^)’
(19)

п =
Доказательство. Используя условие (16) леммы, имеем:

ИС.Ч)|- dA<s- (20)

т.

Применим, далее, полную индукцию. Принимая во внимание условия 
(16), (17), (18) и (20), получаем:

с ч
I А4 Г ? /Ш-л—'Р-2Э

|«1(՝.’1)| = |/:՝('’,1;)|^— (i|-f)-Wt ({-()№< ՛ ‘ ;
р J .1 Я1-М2-2?)

о о

Ai(7)-:F-i’i
Ml- ?)(2-2?) + />=(1-?) Го р,'(2֊2?)...(2-2Р+^)

х| 2-2W+D7 'г2-2₽+(*+1)7-₽ +

+֊------------------------1-----------------------------+ •.
I2-2H (*+1)т](2-2Жт+»-₽)

Z
+------------------------ £---------------------------- +

(2֊2?4-(^+lh|(2-2?+*H֊7-₽ + l)

, ______________ 2»________________ 1 Af(7)--J2-»3
|2-2? + (A+l)7|(2-2?+*-f + a-?) П /,(1-р)(2-2р) +

М W*(,j—;)2֊23+(»+1)т

рг( 1 -Р) к» м‘(2-2?)...<2-2?+*т)[2-2?+(*+1И1 '
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.Четко видеть, что

., 2* и ,___________?_________ <2.2«+р+1
■" 2-2?+*т + ’-Р 2-2? Ь*։4-«-?+1 “ ' 2֊3?+а + *т"՜

%

(22)

Подставляя оценку (22) в формулу (21), получаем окончательноЗЕ

Л1(г,-;)г-2з 
р(1-Р)(2-2?) 

/>•(!-?) *-о А2֊2»...(2֊2Жч)[2֊2Н-(*+1Ь1

откуда и следует оценка (19).
Нетрудно видеть, что оценка (19) может быть выведена и из 

аналогично доказываемого неравенства

|ця-цп_1|^Л1 (Л,£)п-։(тг֊:)2-2?+<я-1)т
р'*(1-₽)(2֊2₽)...[2֊2? + ('1-1)71

(23)

Полученные оценки (19) и (23) описывают скорость сходимости 
итерационного процесса в зависимости от значений а.

Пусть а = 2Р~ 1. Тогда 7=0 и оценки (19) и (23) принимают, 
соответственно, вид:

|М:, 2՛ : (24)
Йо (2р)‘*'( 1 -?г+2 (։֊?)|2р(1-й-ДА^]

|Ия(С.. (25)

Последовательность |«л('„ ^)| будет равномерно сходиться в к 
непрерывной функции «(’,, ■»]), если потребовать выполнения условия

2/>(1-Р)
К (4/иЧ-6)(т+1)

(26)

Легко видеть, что предельная ЗЕункция и(\, ъ) будет решением ин
тегрального уравнения (14). Единственность решения и его устойчи
вость следуют из того, что разность •&(*, ^) двух решений удовлет
воряет оценке

I®’.)| <
__ М___  

2р(1-?)

при любом п, и, следовательно,
Если а>23—1, то 7^>0 и последовательность (ия(*, ^)| будет 

равномерно сходиться в любой, достаточно малой, окрестности нача- 
14



ла координат при любом значении константы А, причем скорость 
сходимости будет факториальной.

Формально продифференцировав уравнение (14) по (или и 
применяя оценки типа (23), по известной схеме получаем, что не 
только удовлетворяются условия задачи (1), (2), но и гладкость ре
шения и соответственно повышается с повышением гладкости коэф
фициентов уравнения (1).

Сделаем теперь несколько замечаний.
1°. Все вышеприведенные результаты остаются в силе, если 

рассматривать уравнение

у2тК(х, у)иХх—«уу+я(х, у)мхф^(х, у)«у+с(х, у)ц = /(х, у),

где А(х, у)—достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условию 

Л'(х, у) > const>0.

2 . Условие теоремы можно заменить более общим условием

/ Q /?/ \ -1 / гн — 1 \ “
-( у«-|±а(Л, у)) +у2та*(х, у) < Р —֊ ) у2^֊2>,
4 \/и-Н /у \m-f-1/

имеющим место хотя бы в одном из случаев (±).
3°. Нетрудно видеть, что в зависимости от условий на коэффи

циенты уравнения (1) можно было бы допустить неограниченность 
определенного порядка функции /(х, у) при у-»0.

4 . Используя функцию типа Миттаг—Лефлера £Р(г,н), (5)»
оценку для //(',, vj) можно представить в виде

!«('•, 7!)1^ 2л(>-Р)
• /И,

и, следовательно, (5),

Л

2^1(1—?)

[ЛЩН)Тexp ---------------
I Pl

что описывает степень устойчивости решения задачи (1), (2) относи
тельно / (см. (18)).

5°. Очевидно, что условия 1)—3) теоремы легко переносятся на 
случай общей задачи (0.1), (0.2).
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Լ. Շ. ԱՎԱՐ ИР ՅԱՆ, 2. Р. ՆհՐՍՒՍՏԱՆ

Աստիճանային վերացում ունեցոդ երկրորդ կարդի հիս]երյ՝ո|ական հավասարման համար Ղուրսաւի խնդրի կոոեկտութ |ան թավարար պայմանների մասին
Դիտարկվում է Գուրսայի խնդիրը

у-тихх—иУу+а(х, у)их-уЬ(х, у)иу+с(х, у)«=/(х, у)

հավա սարմ ան երբ у) ֆ ունկցիան հ ալտն ի է (0,0) ելնող
խարակտեր ի ստի կների վրա։

!'աըահալտվում են խնդրի կոռեկտ ութ լան բավարար պա լմանները։ Հիմ֊ 
նա կան սահմանափակումը Ղ(9լ1ոլմ է Հ) գործակցի վրա և ունի հեսւև լալ
տեսքը.

Լ = ԸՕՈՏք>0,

Ապացույցի հիմքում ընկած է հաջորդական մոտավորությունների եղա
նակի կիրառությունը համապատասխան ինտեգրալ հավասարման համար։
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