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(Представлено 27/У 1981)

В общих результатах об интерполяционных рядах, порожденных 
нулями целых функций типа синуса, установленных Б. Я. Левиным 
(1), в качестве частного случая содержится известная теорема В. А. 
Котельникова в следующей формулировке.

Для любой последовательности (1<7?<С+°°) Ря&

/(*  **)-«֊'շ (-!)*«> -5|паг-*  (0<?<+~)

* Формула эта при иных условиях на функцию / известна давно (см. (’), за
дачу 165.)

** В дальнейшем вместо такого рода двойных неравенств будем употребллть 
символ Ж.

а

(1)

равномерно сходится в любом круге а также по норме
и дает отображение всего пространства 1р на все 

пространство целых функций экспоненциального типа 
причем

(2)

где с/>0 (/ = 1, 2)—постоянные, не зависящие от
Цель настоящей заметки распространить этот результат на слу

чаи весовых пространств класса последовательностей {<։*}^*  с

конечной нормой

(3)
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и класса целых функций /(г) экспоненциального типа =^а с 
нормой

(4)

Ниже мы приведем несколько обозначений и наметим доказа
тельства ряда лемм.

I. Пусть и7''1!*] — подмножество множества 
/(г) экспоненциального типа с нормой

целых функций

(5)

где 1<С/’<С+П°- — 1<Сх’х+ос. —оо<^><+оо. Заметим, что 

и |/||,,о=|/Ь...

Пусть —{г; 81£п1тг = + 1 { — взаимно дополнительные полуплос-
кости плоскости г, а //^—классы аналитических в соответствующих
полуплоскостях функций <?*(£),  для которых соответственно

(6)

при том же условии
Из хорошо известных результатов (см. (г), теорему 4.6, а так

же (3), теорему 6.7.1) непосредственно следует
Лемма 1. Если то:

Г. т±(г)=/(г)(г±^)р е±192^Н^ (7)

2°. Уу^-оо.-Ьоо). (8)

Лемма 2. Классы ( — оо<*<֊|֊о©)
являются банаховыми пространствами.

Действительно, во-первых, поскольку

с нормами ||/Цр.ж. ,

|/(г)|^֊^֊ I |/(г+ре'»)|</1>, г-х+։у, 
2к Л

2

то пользуясь неравенством Гельдера, получим оценку вида
у + 1 Х4-1

у -1 л -1

|г>2(1 + Ы),
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откуда в силу неравенства (8) следует также оценка

|/(*  *•)1^( I + \z\fp , 0^|г|<4-оо, (9)

* Здесь и в дальнейшем зависимость постоянных от остальных
*• в и т. д., как правило, мы специально отмечать не 6} дем.

где са>0 не зависит от /*.  Из неравенства (9) легко будет следо
вать полнота всех пространств ( — оо<*<4-оо).

II. Тождественность множеств и Н>։[0] очевидна, хотя
нормы у этих пространств различны.

Лемма 3. Для любой функции /(г)€ !<*<
<4֊оо) и при любом —оо<^<^|-оо будем иметь:

1°. и։ \\ДР,\
2°. ||/(хН-Ь)к.жЦЛм, У^-оо.+оо).

(10)

(И)
Г. На и/^'х|0] определим оператор Т, положив 7/=Д 1Гу«х[*],  

где >£( — оо,4-оо) —данное число. Ясно, что Т отображает все 1Т^։|0| 
на все т- е- имеется обратный оператор Т՜1 такой, что при

т-у ^[О].

Разберем отдельно два случая:
1) Если х>0, то |х|’^|х-|-М։» и очевидно,

||/и<|/|р....=Г/к«... УД ^■■10], (12)

откуда следует, что

т. е. оператор Т~1 ограничен. По теореме Банаха ограничен и опе
ратор Т, т. е.

||7՝/и.,=1/и.<л.1/к... (|3>

Из (12) и (13) следует (10) в случае *>0.
2) Если —1<<0,  то |л֊НуГ^Мж и поэтому для любого /£*

С ^ ’[0]

|Г/к-=|/к-..<11/к.. <14)
г. е, оператор Т ограничен. Поэтому обратный оператор Т также 
ограничен и, следовательно,

|Г-1/Ь=|/|₽.^Л/Ь..л,у/€1Г?.-. . (15)

Из (14) и (15) вытекает (10) и в этом случае.
2 . Отметим, что из (10), заменив функцию /(г) на /(гх<՝*)« в 

силу (8) мы получим неравенство ,
|/(х± Ь)к.5£Л։||/(х± Ь)к.л< (16)

Для любого у£(—оо,-|-оо).
Положив <р(г)-/(г+6), в силу (16) для функции ? будем иметь

параметров р
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или, что то же самое,

07)
Из (16) и (17) следует утверждение (11).
III. Лемма 4. Если (1<^<4-о©, *>  —1), то для

любых Л£(—oo,4֊gq) и а£(0,4֊оо)

|/(^4-ZA)HH-p|rV <r||/U (18)

где с^>0 от / не зависит.
Рассмотрим в плоскости г с разрезом ( — оо, 0) функции /( ±*4-  

+й)г*.  Если х=0, то для любого £ = 0,± 1,±2, ..если же х^О, 
то для £ = ±1,±2, очевидно, справедливы неравенства

X
|/(«й+/Л)| Г|/С+/Л)| |’.|7|<Г.|, 0<р< -

2’ J 2
|С-ah| —р

Умножая на ud? и интегрируя по интервалу (0,а/2), в силу неравен
ства Гельдера следует

f J |/(С+։Л)И-.|-К.|, |*>1,
(19)

и, следовательно,

|*|>1

Но в силу (10) и (II)

|/('>+7(A+’։))|'G։+’i2)rd

ici> -
2

и поэтому

V|/(a*  + ZA)|<’(l4-|*|)-<c ։||/l;։.
1*1»։  •

(20)

Но из неравенства (9) следует, что

откуда и из (20) следует неравенство (18) леммы.
Условимся, наконец, обозначать через № соответственно клас

сы аналитических в полуплоскостях С?-’ функций <р(г), ДЛЯ кото
рых 
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м
, ■ ?±(г)гл (.н^.

Тогда согласно (6) справедливо неравенство 

пользуясь которым, аналогичным способом, но несколько проще по- 
лучим следующую лемму.

Лемма 4'. Если Ф‘(г)(/У^\ то соответственно будем иметь

V |'Н(^+^)р(14֊|Л|)«<с|ф±||рж. (18<)
Л“ -«

1\. Ниже мы будем опираться на следующую теорему о пред
ставлении и оценке линейного функционала в весовых классах, ко
торая следует из теоремы 4 работы (4) и из теоремы Хана-Банаха.

Теорема А. Пусть ^-ограниченный линейный функционал, 
заданный на пространстве Пр+Л (1<^р<^+ос, —1). Тогда су

ществует единственная функция С(г)£Н^ (д = ——, х։ = — — 
\ р-\ ’ р /

такая, что:
+ □0

1°. ф[Л]= [ Л(х)О(х)</л֊,

—ОО

(21)

Бир |ф[^||= 811 р
< Вр.

(22)

где ВР։Ж>0 не зависит от Р.
Лемма 5. Если [ак}£1р-1 (—1<^х<^4֊оо), то ряд (1) 

равномерно сходится в любом круге и его сумма /(г) будет 
целой функцией, удовлетворяющей интерполяционным условиям

/(-к) = ак (Л-0,±1,±2, ...). 
\ а /

(23)

Для любого X? существует целое число М = такое, что

то при |г|<А>

•Л1,т(^) —
2а а/? ™

( —1)*а*
з1п аг

а

1«*1  |ЛГ։.

Отсюда, пользуясь неравенством Гельдера, получим
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откуда, поскольку <7>1, мы заключаем о справедливости

всех утверждений леммы.
Теорема 1. При условии -оо,— 1<СХ<СР~ 1)

ряд

Sin az

представляет целую функцию f(z)£ причем

— я*  (^e0,i I,i2,...), |/||р.х<с||(ал 1||р,ж. (24)
\ ® /

Доказательство. Для произвольных значений —оо<^л<^/п< 
-Ь<з© обозначим

, . т . sin az
v (—1)‘а*  ------- ---=Sln az<f„,m(z).

г- —Л
а

Заметив, что /л,т(*)£  W'f՛’, согласно теореме А имеем, в силу (II)

<fn.m(x֊{-i)G(x)dx , где G(z)^H^^. (25)

Но легко видеть, что

dx —

(26)
Jt-л | 1

поскольку G(z) как функция класса в нижней полуплоскости
представима интегралом Коши (см. (5), теорему 7.5 и (4), теорему 1)- 

Пользуясь неравенством Гельдера, из (25) и (26) получим
ц/л,т||р.1 JI/»,» ( S

\ft ■“ fi +1
"(НН)

откуда в силу оценки (18') леммы 4', записанной для 
<7(г)£//^ж», получим

рункции

Н/л."»Цр.» ^31К*1Ь,ж 1|||я& )™+111р’к |11а,'։։ (27)

В силу того, что |яй) £ 1р ж, из оценки (27) в силу лемм 2 и 5
вытекают все утверждения теоремы, 
34

ll^lk.’։< Bp,

т

т
dh

а



Теорема 2. Если f(z)£ Wp■’ ^<СР<х+°°,~1<Сх<Ср —I), то
имеет место разложение в ряд

sin ог
(28)

как в смысле леммы 5, так и в метрике Мр՝\
Доказательство. Природа сходимости ряда (28) следует из 

леммы 4 и теоремы 1, причем если мы обозначим сумму этого ряда 
через /*(г),  то функция

«>(2) =/(г) -/*(г)  6

удовлетворяет условиям о>( — &։ = 0 (6 = 0,+I,+ 2, ...).
\ о /

Легко видеть, что для целой функции

?(г) =
“(z)
Sin a z

в силу неравенства (9) справедлива оценка вида

|Т(г)|^ФМ։+|г|)+,

х 
но так как —?'*< ------<С?”։<0> то целая функция ?(z)=a0=EConst.

Р
Поскольку w(z)£ но sin az(f то очевидно, что w(z)^p(z)=0, 
и тем самым разложение (28) и теорема полностью доказаны.

На основании теорем 1 и 2, а также леммы 4 вытекает
Теорема 3. Для любой последовательности (1<

</?<+оо,— 1<*<р  — 1) ряд (1) равномерно сходится в любом круге 
сходится также по норме и дает отображение всего 

пространства 1р* на все пространство функций f(z)£ \1р\ причем

||/Uxll|a*IU (29)

Результаты данной заметки были получены нами давно и час
тично легли в основу результатов одного из авторов, лишь анонси
рованных в заметке (в). Мы сочли нужным опубликовать их с дока
зательствами. хотя и в теореме 2 указанной заметки содержится и 
наша теорема 3 в специальном случае р=р=1.
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Чр

Чр

C պարամ ևտրեՐի 1<СР<СН-°^ և —1<^<Լփօօ արժեքների համարւ 
U ի շարք օժանդակ լեմմաներից հետո ապացուցվում է հևտևլալ հի մնա*Ցանկացած |fl£j£Zp,։ նաջորղական ութ յան ճամար

/(Z) = a-'V
k ••—00 ~/kշարքը հավասարաչափ զուղամետ к ամեն մի |z|^Z? շրջանում, զուղամեօւ 

к նաև ԱՀ£*-ի  մետրիկայում, և տալիս к ամբողջ 1рл տարածության արտապատկերումը ֆունկցիաների U/'px ամբողջ տարածության վրա:
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