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Доказывается аналог принципа Ю. Шаудера для уплотняющих 
на последовательностях отображении в счетно-нормированных прост
ранствах.

Пусть £—полное счетно-нормированное пространство, т. е. Е— 
линейное топологическое пространство, в котором задана счетная сис- 
тема попарно согласованных норм || • ;|/ и в котором всякая последо
вательность, фундаментальная по каждой из норм ] • ||/, сходится (см. 
(’)); это линейное пространство Е, рассматриваемое как нормиро
ванное с нормой || • ||/, а /./—множество всех ограниченных последо
вательностей из Е,\ {хл}—обозначение последовательности, где индекс 
п изменяется от 1 до по.

Предположим, что для каждого / задана мера некомпактности 
О/ типа нормальной меры некомпактности (2), т. е. задана неотрица
тельная функция Ф/, определенная на £/, такая, что: 1) ф/({хл})=0 
для |хя}££/ тогда и только тогда, когда компактна (т. е. из
любой подпоследовательности {хл} можно выделить фундаментальную 
в £*/ подпоследовательность); 2) ф/({хя}) = ф/({хл}*_2) для любой 
{хя}££д 3) если {*/,}££/, то для любого е^>0 существует о>0, зави
сящее от {хл} и е, такое, что |Ф/({уя})—ф/({хл})|<е для любой {уя}€ 

с |у„—хл||/<о для д=1, 2, . . 4) если {хл}^£/, то ф/({уп})<
для любой {ул}^со({хп}) (со —выпуклая оболочка); 5) если 

множество КаЕ[ ограничено, то существует такое /И = Л1(А')>0, что 
для любой {хл}С/<; 6) '^(|Хл}) = ']>/({хл+у}) для любых 

{хл}^£/ и у££?, 7) ф/({>хл})^Ц/({хл}) для любых {хл}££/ и )^(0, 1).
Как обычно, будем называть множество К^Е ограниченным, 

если К ограничено в Е1 для каждого /. Соответственно, последова
тельность {хя}с£ будем называть ограниченной, если {хл}££/ для 
каждого /, и будем обозначать множество всех ограниченных после
довательностей из Е через £. Далее, будем называть отображение Е 
из Т(^Е в Е ограниченным, если из {хл}сТ и {хп}£Ь следует 
{Г(хя)}£Е.
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Определение 1. Непрерывное ограниченное отображение Л 
из Т(^Е в Е называется нестрого уплотняющим, если из некомпакт
ное™ {хЛ}сТ и следует ф/({^(хл)})<М{хя}) для каждого /.

Определение 2. Непрерывное ограниченное отображение Е 
из Т(ПЕ в Е называется ^-уплотняющим, если для каждого I суще
ствует такое <7/00, 1), зависящее от х, что из некомпактное™ 
{хл}сГ и {х„}6£ следует 'Ь/({/7(хл)})^^^({хл}).

Определение 3. Непрерывное ограниченное отображение Е 
из Т.— /_ в Е называется уплотняющим, если оно нестрого уплотняю
щее и из некомпактное™ {хл}~Л {хя}££ следует, что существует 
такое зависящее от (хя|, что М{^(хя)})<М{хя}).

Лемма 1. Пусть Т.—Е—замкнутое выпуклое ограниченное 
непустое множество. Если отображение Е из Т в Т д-уплошняю- 
щее, то оно имеет в Т неподвижную точку,

Доказательство. Возьмем любую точку у^Т и зафиксируем 
ее.

Рассмотрим последовательность множеств Л’*=сб(/?(Л,А_1) I 
Ыу) для /?=1, 2, . . . (со—замыкание выпуклой оболочки в Е).

Для любого 1) 2) выпукло и замкнуто; 3) Л'(ЛА)стЛ\;
4) У€М.

Рассмотрим множество У=№ (£ = 0, 1, . . . ). Множество .V 
непусто, выпукло, замкнуто, компактно и Е(М)՝~М.

Докажем компактность/V. Возьмем любую (хл}~У и зафиксируем 
ее. Зафиксируем /, т. е. Е,. Для любого е>0 существуют такие номер к и 
<£>0, что <7;(Л1(֊ра/( 1 — где ЛЬ—такое число, что ?/({у/п})^ЛЬ для 
любой {уш}СЛг0, —константа из определения 2. Из {х,«}3^ следует,
что существует такая (у*, }СГсо(/?(Л,А_])иу) (т — номер члена после
довательности, Л—номер последовательности), что '?/({хт}>Сб/({у*})-‘֊а. 
Но так как ,Ь((Ул/})։^?/({^!) Для некоторой {г* }С/чМ։-։), то из 

{х\-'}СЛг»-1, такой, что Л(хк-1)-(т = 
= 1, 2, . . имеем ),({%„ })«г^({х^-1})+«- Рассуждая аналогично, 
для {х£՜'} получим такую {х^г}С№_г, что }) + “•
Имеем М{*т})<??М{-’с‘яГ2})+0<+։)1։- Продолжая процесс, получим 
■М{хт})<9‘М{^})+(</?-1 + ?‘-։+’ • •+?<■!-О», где К}СЛ'О. От
сюда следует, что '}/({хт})<^е. Значит, последовательность {хт} ком- 
пактна в Е(, а следовательно, и в Е.

По принципу Шаудера—Тихонова (3) существует такая точка 
х^^ что х = Л(х). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть множество ТаЕ такое же, как в лемме 1. 
Если отображение Е из Т в Г нестрого уплотняющее, то суще
ствует такая {х„}С2Г, что хя—Ь'(хл)֊*0 в Е при

Доказательство. Возьмем любую точку и зафикси
руем ее.

Рассмотрим последовательность таких отображений л из Г в Ту 
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что /?л(х)=).лЛ(х)4-(1 — Му для х£Т, лл^(0, 1) для л = 1, 2, . . „ 
кя-*֊1 при п-оо. Для любого фиксированного п отображение Лл яв
ляется ^-уплотняющим. Значит, по лемме 1 существует такой хп£Т, 
что хл = Гл(хл) для п= 1, 2, ... Далее, хл — 5(хя)-*0 в Е при п —о©. 
Демма 2 доказана.

Теорема 1. Пусть множество Т^Е такое же, как в лемме 
1. Если отображение Е из Те Т уплотняющее, то оно имеет в 
Т неподвижную точку. 2Я

Доказательство. По лемме 2 существует такая {хл}сГ, что 
х,г —/дх„)—О в Е при п -*оо. Значит, для каждого фиксированного : 
имеем 'М{хл}) = ’Ь/({/?(хл)}), ибо хл— Л(хл) — 0 в £< при я —оо. Следо
вательно, {хл} компактна в Е. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. При доказательстве леммы 1 свойства 6 и 7 
меры некомпактности не используются. Если в лемме 2 и теореме 1 
нуль Е принадлежит Т, то лемму 2 и теорему 1 можно доказать без 
использования свойства 6 меры некомпактности.

Из теоремы 1 следует ряд известных результатов (например, прин
цип неподвижной точки (4). причем выше использовалось доказатель
ство этого принципа из (5)). X;

Доказательство теоремы 1 показывает, что при изучении уплот
няющих отображений можно ограничиться изучением ^-уплотняющих 
отображений. Разумеется, в банаховом пространстве можно получить 
различные усиления теоремы 1, используя теорему 1 или построив
соответствующую теорию вращения векторного поля без применения
принципа трансфинитной индукции (см. (2)). Например, справедлива

Теорема 2. Пусть Е—банахово пространство и в Е задана 
на ограниченных последовательностях мера некомпактности р со 
свойствами 1—7. И пусть Т(^Е—замкнутое выпуклое ограничен
ное множество, содержащее нуль Е в качестве внутренней точки, 
а Г—граница Г. Если для непрерывного ограниченного отображе
ния А из Т в Е имеем 6({Д(хл)})<^'^({хл}) для любой некомпактной 
{^я}С7' и Д(х)у=).х для всех и х£Г, то в Т существует реше
ние уравнения х = А(х).

В Е справедливо утверждение, являющееся объединением прин
ципа Шаудера—Тихонова и принципа сжимающих отображений в 
счетно-нормированных пространствах, т. е. утверждение 1, которое 
формулируется в конце статьи и которому предшествуют определение 
4 и связанные с этим определением свойства.

Определение 4. Отображение Е из КаЕ в Е называется: 
1) нерастягивающим, если для каждого I имеем \Е(х)— /?(у)1к^11х"~у1Ь 
для всех х, у^К\ 2) сжимающим, если для каждого I существует такое 
<7/€(0, 1), зависящее от /, что |Л(х) — /ДуМ^^цХ — у]{ для всех х, у£К; 
3) вполне непрерывным, если оно непрерывное и из {хл}с^К, {хл^Л 
следует, что {/Дхл)} компактная.

Из доказательства принципа сжимающих отображений в метри
ческих пространствах (։) и эквивалентности сходимости в Е сходи-
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мости по каждой из норм || • ||, вытекает следующий принцип сжимаю
щих отображений в Е\ если отображение Л из замкнутого множества 
Тс,Е в Г сжимающее, то уравнение ^(х) = х (х£Т) имеет единствен
ное решение х0£Г и ИП (итерационный процесс) хп±} = Е(хп) (п = 
= 1, 2, . • .), начатый с любого Х|£Г, сходится в Е к х0. Для не
растягивающих отображений этот принцип не справедлив. Однако, 
используя доказательство теоремы 4.1 из (”), можно показать, что 
справедливо

Предложение 1. Пусть множество Тс^Е такое же, как в 
лемме 1; для каждого 4 имеем ф, ({-«л4֊ул}) ф/({хя}) 4-ф,({уя}) для
всех {хя}, {уя}££/; и пусть для некоторого I пространство £/ строго 
нормированное. Если отображение Е из Г в Т нерастягивающее и 
уплотняющее, то ИП хя+։ = 8хя+( 1 -Ь)Е(хп) (л = 1, 2, . . .), Где 0֊ 
некоторое фиксированное число из (0, 1), начатый с любого х։£Т, 
сходится к некоторой неподвижной точке отображения Л.

Известно, что в любом нормированном пространстве можно за
дать меру некомпактности Хаусдорфа (см. (2)). Если для каждого I 
мера некомпактности ф/ является мерой некомпактности Хаусдорфа, 
определенной на А,, то из свойств меры некомпактности Хаусдорфа 
вытекает, что если отображение Е из Т~Е в Е представимо в виде 
Е = А-\-В, где А — вполне непрерывное отображение из Г в А, то: 
1) Е— нестрого уплотняющее отображение, если /? —не растягивающее 
отображение из Т в Е\ 2) Е—д—уплотняющее отображение, если 
^֊сжимающее отображение из Т в Е. Следовательно из леммы 1 
вытекает

Утверждение 1. Пусть множество Т~Е такое же, как в 
лемме 1. Если отображение Л из Т в Т представимо в виде Е=АА-В, 
где Д —вполне непрерывное отображение из Т в Е, а В—сжимаю
щее отображение из Т в Е, то отображение Е имеет в Т неподвиж
ную точку.

Московский институт стали и сплавов

Ա. Ա. ՏՈՆԱՐԷՎ

Անշարժ կետերի մասին

Թող £֊ն {րիվ հաշվելի նորմավորված տարածութրէլն է I • նորմերի 
*աշվհլի սիստեմ ալով (*)> էր՞ն ղծալին I. տարած ու թ լան է || • [/ նորմալով, 

11Ա1/ բո լո ր սահմանափակ հա ջո րգական ու իժ րոնն ե ր ի բա ղմ ու իժ րոնն է

ղծալին տ արած ու իժլունի էր
ենթադրենք, որ կամա լական I համար Լլ տրված է ոչ բաւյաս

կան Փ, ֆունկցիա' ոչ կոմպակտս թ^ն չափը, հետևել հատկու թ ^ննևըով
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1) եթե ապա փ,{Х„} = 0 ւ///Ն և միայն ալն դեպրում, եթե , X Կ | կրրւք֊

Դ ) եթե {ճո}ՀՀր ապա ^({Хл}) =
3) 4յե ապա

ունի ?Հ>0 կախված £ և {ճո}-ից> ալնպիսին, որ |—փք ({}) |<Հտ եթե 
յխպն ե |խ„-*/ձ<3 (№1,2,...); 4) եթե {\ր„}Օրօ({.Հո}),
ապա Փ/({ (ՇՕ— ուոուցիկ թաղանթն է\ 5) եթե !ՀՀԼ£ւ բսպմ ու֊
թլունր սահմանափակ է» ապա ^({.Հ/յ})^/^, Ո րտե ղ M=^I(^)>O;
6) եթե ^ո}ՀԼւ, ապա Փք ({*„}) «'^({^4-)’}); 7) և[ժե {Հո}£Լէ իսկ 
)Հ(0, 1), ապա ձՀ{^})^({^}):

Թեորեմ. Թող փակ սահմանափակ ուոուցիկ ոչ դատարկ
րազմություն 1;: Ենթադրենք, որ արված I. /'-ից 7 անընդհատ սահմանա
փակ արտապատկերում՝ թ, այնպիսին, որ ոչ կոմպւսկտությունից
հետևում ե;

լյ Г'Л г \^ոէ I ։лп1) սր ւ ^ասա
V) է1՝ո(ոէթ[ոէն ունի ա/նպիսի [, կախված

ս*լս լօսորսսր ^ասպ րսա սուս հ ՞\աշպսլր֊սորս աւլորւլաս տարասուքԾ/աս
^աջո րգակտնսւթ լոլննե րի վրա (ստաէյվոպ արտապատկերման սկզբունքի ւսնա֊

ւոէւշէ Թեորեմիզ հետե ում են է) ի շ ար յյ ^ալտնի արդ(ունվ^ներ 9 օրինակ ան~ 
կետի սկղրոլնքրէ տես (4)/
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