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Классическая теорема Карлемана—Островского о квазианалити
ческих классах функций состоит в описании всех неотрицательных 
последовательностей {тп}^, для которых класс функций С{тп} = 
= { / £ Сх(а, Ь), \/(п} AfB'fmՈt п=0, 1, . . . } является 
квазианалитическнм, т. е. не содержит функции /(0#0. У которой 
/^’(хп)=0, л = 0, 1, . . .

Эта теорема получила глубокие обобщения в работах М. М. 
Джрбашяна (’), М. М. Джрбашяна и А. Б. Нерсесяна (2) и близких 
по тематике исследованиях и была обобщена П. Делоном (’), а затем 
и другими авторами для функций нескольких переменных. В работе 
(’) было введено новое понятие а-квазианалитичности и описаны по
следовательности {^„}, при которых для иксированного оператора
дробного дифференцирования в смысле Вейля ճ=Քէյ, из соот 
ношений \ԼՈ/\^А, тп, £л/(0)=0,/£СД|0, оо)), տսթ {|х^/^> (х), 0< 
^х<Ъо р, п=0, 1, ... с необходимостью следует /=0.

Операторная трактовка проблемы квазианалитичности, которая 
содержится в этом результате, может быть использована для различ
ных классов операторов £.. Целью настоящей работы является рас
смотрение случая Л=А в /?л, Л^Д>1, в котором получены обобще
ния некоторых хорошо известных свойств гармонических функций.

Пусть /<(г) = {х=(х1......... Хл/)С/?Млр = х?4- . . . 4-х^г2},
5(г) = {х£/?Л՜, ||х|| = г}, фиксировано г0^>0 и С = К(г0). Для произ
вольного мультииндекса р = (рп . . ., Р\՛) положим Ор=-Ор՝ . . . Ор\, * ** । дгЛг1рЬа + . . . +ру. Будем использовать некоторые свойства операто
ров интегрирования целого и дробного порядка О~а, °С>0, которые 
приведены в монографии М. М. Джрбашяна (4).

Пусть задано произвольное целое и произвольная Л/-мер- 
ная сферическая функция УДл(ш), ш^5(1) порядка к (см. (5|).

Теорема. Для того, чтобы из соотношений
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"(*)€C’(G), |i"u(x)|<4„|jc||»-'m„, x(G, 
DWu(O) = O. д=0> b

следовало, что

Vu(r) = J u(x) Yk.t\(xlr)dx^Q, 
Sir)

(2)

необходимо и достаточно, чтобы последовательность {m„J удов- 
летворяла условию квазианалитичности

1пТ(г)б/г
J г3-2 л>0

гп
тп ' (3)

В частности, при к = 0 получается следующее квазианалитичес- 
кое обобщение теоремы о среднем значении для гармонических 
функций.

Следствие 1. Для того, чтобы из соотношений и£С*(О), 
|ДЛтп, Алн(0)=0 следовало, что

u(x)dx=0, 0<>^rQ,
Sir)

необходимо и достаточно выполнение условия (3).
В случае, когда при 6=0 mn^(const)n(2/i)!, равенство (4) сле

дует из формулы Пицетти ((в), с. 288) 

^(г)֊о(г)Г

где о(г)—площадь сферы 5(г).
Для произвольных £>0 сформулированная теорема обобщает 

хорошо известное (см. (5)) свойство ортогональности сферической 
функции любому однородному гармоническому полиному по
рядка, большего /г. Заметим еще, что условие £>£Длм(0)-0,
я«=0, 1, . . . является окончательным в формулировке теоремы, так 
как гармоническая функция м(л) = И*)Д,л’(*/1М) удовлетворяет ус
ловиям Л>£Дла(0) = 0, 1, но для нее не выполнено соотноше
ние ортогональности (2). Отметим

Следствие 2. Пусть {/ия}—неубывающая последователь
ность, удовлетворяющая условию квазианалитичности (3). Тогда 
аз соотношений \1)‘[^пи\^тп, — |<?|< 1, л 2^0
следует тождество (2).

Действительно, в этом случае из неравенств Шаудера ( ) по.и 
чим |£>Д«а|< Д |р |< шах {А, 1}, откуда вытекают соотноше-Л I ц
ния вида (1) для последовательности {/ил+*+1 }•

Прежде чем доказывать теорему, приведем несколько вспомо 
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гательных утверждений. В доказательстве следующей леммы исполь
зуется метод, развитый 1О. И. Любичем и В. А. Ткаченко (7).

Лемма 1. Пусть в линейном нормированном пространстве 8 
задан оператор А и для любого вектора х£8 существует целая 
функция экспоненциального типа Л(х), удовлетворяющая оценке 

|/?).(х)|<К(14-|л|9||х||, Кел=0, (5)
где константы К, г не зависят от х. Предположим, что при всех 

х£8 справедливо представление
Л(Ах)=Х8Л(х).4-«рх(х), (6)

в котором Ч)(х)—полином от I. 
но условие квазианалитичности 
степени не выше г.

Тогда, если ||Аях( \^тп и выполне- 
(3), то Т,(х) есть полином от к

Доказательство. Пусть №('к) —целая функция экспонен
циального типа с нулевым индикатором при Кел 5* О, у которой при 
л = 0, 1, . . . ЙЙ

шах {|Х" •»•(/.) |, Кел>0}<о©. (7)
Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию

1 + /-

7.(0= П)(х)сс(>.)е-У,д/.,/?<0.
1 -/«

Продифференцировав функцию / 2п раз, пользуясь соотношениями
(’ ՛), теоремой Коши и леммой Жордана, получим

7.,2л)(О= I Т,(Апх)м(с)( — 1 )2пе к0/л, />0;
1 1 

1-1 •

1х(2я)(/)|<С0П81 тл.

В силу теоремы Винера—Пэли /(/)=0 при достаточно больших зна
чениях / и по теореме Карлемана—Островского /(/) 0, /5*0- Поль
зуясь теоремой Винера—Пэли и тем, что имеет вполне регуляр
ный рост, получим (см. (*)), что Тк(х) имеет минимальный экспонен
циальный тип при Кел >0. Аналогично рассуждая для полуплоскости 
Ке/^О и применяя принцип Фрагмена—Линделефа, получим ут
верждение леммы.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (1). Тогда 'Уи(/)^С*( [0, г0]), 
тНп’(0)=0, /1=0, 1, . . .

Доказательство. Для произвольного г^>0 положим

^(л)-£(И)=И(И“^+2’2Л-^“лч2-2*)>л*л(х/И).

Пользуясь формулой Грина (’) и тем, что 0; £г(л)=0 при И = г; 
г’дли(г) =0(г+ г-*0, д = 0, 1, . . ., имеем

Ьи(х)£г(х)дх = ^«(х)г֊(Л'֊1+/<>(А,-24-2^)У'л..л(л'/|И)4/х, 

Юг) 5«)
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Vsu(t)gr{t)dt, |^(г)|
1о

Crv-2+'‘ZJ72||^a(/)|/ <А'-2-ь*)](Г) Слгу-2+Ах
X О0֊2«[|^ли(0|/’<лг-2+*)] (г) С?+1г2л։

откуда сразу получается утверждение леммы 2.
Лемма 3. Пусть бесконечно дифференцируемая, на отрезке 

[О, 1] функция у(О, У которой у<п>(0) = 0, л = 0, 1, . . ., удовлетво
ряет при 0<7^1 дифференциальному уравнению у1т)-г(уЬ1){т-'>+... 
...+у^т=0, 1>1 £ СД[0, 1]), |£։(/)| =С С/71', \^1^т (т фиксировано). 
Тогда у(£)=0-

Доказательство. Функция y(t) 
му уравнению у(х) = —Ц;1 [y/?J(х)—. . . 
целое р> max {Ст, т} и введем норму

удовлетворяет интегрально-
-Ой-т[у6,п|(х). За иксируем

:!y!p = sup{ |у(ОМл 0</С1}.
Пусть ||у||р>0, но тогда оценки |у(/)| СС'у]р (£>й Ц'^'ПОЧ- . . . 4՜ 
+ D~OT](О<С1у!р^. Ур< Унр Приводят к противо
речию. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Достаточность. Пусть
выполнены соотношения (1,3) и N нечетно. Положим

ух(х) =M2-jV)/2^hHx֊2) 2 <zkИ!) *\л-(*/И).

где /У(Д(г) есть функция Ханкеля (9). Функция ух(х) удовлетворяет 
(см. (5֊9)) уравнению Аух(х)=л2ух(х)։ х=£0. Из рекуррентных формул 
для функций Ханкеля (9) и из нечетности # следует представление

г-.v к х -'V — 3
ух(х) = А 2 V ар(;’х;|)/.^~А։|д|И *..v (x/||xj), *= —-—I-*;

J-o
sup (|гЛг-2+*֊^ар(г)| + |rv-1+*֊/’ а' (г) |) <о©,

ф Го>г>0
1֊^

/? = 0, 1, . . х; a։(r)==constr - .
Зафиксируем произвольное r<V0 и положим

о

(8)

и(х) Ул(х)^кг dx,
К(О

о- (9)

Пользуясь формулой Грина и соотношениями (1), имеем
Лх(Д«)— ).։л;(н)= I — у,-и-^- Ух eXrdx^\(u).

дп дп ]
Ло

Из представления (8) вытекает, что от Xфункция ։рк(ц) есть полином31

степени не выше х. В нормированном пространстве
•S' {u£C“(G); DM"и(0) = 0, «=0, 1 ||u|=max |u(x)/x‘՜' |

рассмотрим оператор Д = А и семейство функционалов Л. заданных 
формулой (9). Применяя лемму 1, получим, что
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г

V ).р 1 ъ1г(()ар(1)е^г~,} сН=* у Ьркр.
р—о ' I р ■■ о

0 ' .
Интегрируя по частям и пользуясь тем, что по лемме 2 ^п)(0) = 0, 
л = 0, 1, . . получим тогда, что

V ).р [ —— (?„(г)<Мг))—..—֊Ц՜ (г»и(г)а/.(г))"’+1) 4-
X '■',+2 ■ 

(г'„(/)а/,(/))<'’+2>е1(г-'>Л = V Ьри՛.
О

Сравнивая коэффициенты при степенях /<, получим

(^(г)ар(г))^> =0, 0<г<г0. (Ю)

Положим у(О = ^«(О^»(Н, ^(/) = а.-40М0’ Из соотноше
ний (8) |д,(/)| сопз1//\ и в силу (10) у(х> + (У^1)(*_|)-|-• • •
... +у^\ = 0. Отсюда по лемме 3 у=0, следовательно т?и(г)=0 для 
нечетных /V.

Пусть теперь четно и х = (х, Хдг+1 ), х£/?,у. Введем функцию

и(х) = и(х). Очевидно, существует 
которой

сферическая функция Уь,,у для

Г,.лч)(х/Й)=И*Й-*^,л-(х/И).

Применяя к функциям н, Кл,.у+1 утверждение теоремы, уже доказан
ное для пространств с нечетной размерностью, после элементарного 
преобразования имеем

Г

0= у г’и(>//Г7?)(г2-/Ч‘'2 = Ц71'2[^(//֊)/‘«]('-2)- 

— Г
Из свойств оператора дробного интегрирования 0,7 1/2 следует (см. (*)), 
что г'и(/)=0.

Необходимость. Пусть ие выполнено условие квазианали
тичности (3) и Л = О2 4֊ (.V — 1 )г~1Г)г — М — 2)/г2. Из теоремы 
Карлемана—Островского следует существование функции /(/)€ 
€С"([0, г0])./(О>0; /(/)==0 при 0<^г0/2;/(/)^0 при />г0/2, у 
которой \1п/тп, п = 0, 1, . . . Поэтому функция и(х) = 
=/(И) Нк.л-(х/|М)» н(0)=0 удовлетворяет соотношениям |Дл//(л*)| =
= 1(/-л/(И))^Л<х/И)1^соп51 ||х||*-‘тп; н(л)=0 при ||х||^г0/2; л = 0, 1,...; 
уи(г)^0. Теорема доказана.

Харьковски»'։ государственный 
университет им. А. М. Горького
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Ա. Գ. ՉԵՐՆ8ԱՎՍԿԻ

Հարմոնիկ ֆունկցիաների որոշ հատկությունների անալոգների մասին

'Բվաղիանալիւոիկության պրոբլեմի օպերատորային մ եկն ար ան ու թ յան ր, 
որր տրված է 1Г, Մ. Զրբաշյանի հայտնի աշխատանքում (յԼ Օգտագործվում
է տվյալ ուսումնտ սիրել ու
նկատ մ ամ ր ^վա դիանա լի տիկ 
հետև լալ աոն չու[ժ լուննե րից

ֆու ն1//]Ւ աների
համար Լապլտսի օպերատորի 

գաս երր: է տրվաձ9 որ

|длй(х) |^||хЦ*-։/тгл, /^Дл«(0) = 0, խ|<Հ /1 = 0, 1, . . .

հետևում է' u(x/ Jx||) ֆունկցիայի օր իէ ոգոնալուիք յանր k /յարգի կամայական 
սֆերիկ ֆունկցիայի հետ այն և միայն այն գեպքում, երբ {/Ил} հաջորդա-
/յանու իժ յուն ր բավարարում է քվագիանայիտիկու իժ յան բնական պայմաններին'

In T(r)dr
ր3|2

րոr(r) = sup---- .
« mn
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