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В верхней полурешетке ///-степеней выявляются конечные под-
решетки, которые являются булевыми подалгебрами. Доказано, что
булева алгебра подмножеств квазимаксимального множества р, ЭЕак
торизованная по конечной симметрической разности, изоморфна на
чальному сегменту /«-степеней р. Из этого, в частности, следует, что 
все конечные булевы алгебры встречаются в полурешетке /«-степеней.

Описаны все множества, лежащие в ///-степени квазимаксималь-
лого множества.

Все хорошо известные из (*) понятия, используемые в изложении, 
вводятся без определений. Определения 1 и 2 принадлежат . 1ахлану

Янг (см. (Ղ с. 307) показал, что максимальное множество гп —
минимально.

Теорема 1. Если я и максимальные множества, то я р — 
наименьшая верхняя грань я и 3 по т-сводимости.
| Доказательство. Если аир лежат в одном и том же эле
менте Е//7, где Е//7 фактор множества всех подмножеств натурального 
ряда относительно конечно-симметрической разности, то нечего до
казывать. Предположим, что я и 3 лежат в различных элементах Е//7. 
Тогда рхд и а\р бесконечные множества. Поэтому конеч
ное множество, так как в противном случае, с одной стороны, УХ(яиР) 
бесконечно, с другой стороны, р\а бесконечно и а содержится в р.п. 
множестве яОР, что противоречит нашему предположению о макси
мальности я.

Общерекурсивную функцию, /«-сводящую а к
согласно следующей инструкции.

Пусть и с^арр. Начнем перечислять яир 
построим о. р. ф.

ծ
<ք(*) = с

если х^А^аир)
если х вычисляется в а раньше чем в 
если х вычисляется в р раньше чем в

арр, построим

и параллельно

а.
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То, что <р(х) общерекурсивная функция, следует из конечности 
ЛГч(аир). Рассуждая стандартно, легко убедиться, что ///-сводит а 
к аП?«

Пользуясь точно такой же инструкцией, можно построить о. р. 
ф. Ф(л'), ///-сводящую 8 к яПр. Из этих двух утверждений следует, 
что аП8 является верхней гранью максимальных множеств * и р по 
///-сводимости. Покажем теперь, что арр наименьшая верхняя грань. 
Для этого убедимся в том, что всякое ///-сводящее к арр р. п. мно
жество 7 либо рекурсивно, либо лежит в одной из степеней », Р, а;՜)?-

Пусть 7=стаГ|р и / ///-сводящая о. р. ф.
Рассмотрим следующие случаи: 
1а) /(7) конечное множество;

16) /(7) —бесконечное множество и /(7) конечное множество;

2а) /(7). /(7) и /(7)11® бесконечны и /(7)ПР конечно;

26) /(7), /(7) и /(7)0? бесконечны и /(7)0* конечно;

2в) /(7), /(7) и /(7)Па бесконечны и /(7)0? бесконечно.
Из доказательства теоремы будет видно, что других возмож

ностей нет. Легко убедиться, что в случаях 1а) и 16) 7 рекурсивное 
множество. Теперь рассмотрим по отдельности остальные 3 случая.

2а) Предположим, что (®чР)\/(7) бесконечно, тогда Р0/(^) Р- 
п. подмножество р, имеющее бесконечное дополнение, и так как 
/(7>0(аХ?) бесконечно, то р не максимально. Это противоречит на
шему предположению о максимальности Поэтому (а\р)\/(7) ко
нечное множество. Покажем теперь, что в случае 2а) р=С^7. Для —
этого предположим, что и /7^7 выбранные числа, и построим о. 
р. ф. // для ///-сведения £ к 7 по следующей инструкции:

Перечислим а, р, 7 и параллельно строим

։
а если (*€/(7)0?) (х вычисляется в р раньше чем в/(Л/) 
Ь если х£(а\р)\/(Л/) или *€^х(*иР)
/-1(х) если х вычислится в /(Лг) раньше чем в р и х£ 

е*о/<ло.
(Здесь /-1(*)—ну(/(>՛) = *)• Это обозначение будем использовать и 
дальше).

В том, что условия для построения о. р. ф. функции А(х) не
противоречивы и полны, можно убедиться, рассуждая стандартно, 
после чего /п-сводимость р к 7 функцией // очевидна. Сводимость 7 
к р следует из конечности /(7)ПР- Таким образом мы доказали, что 
7 лежит в ///-степени р.

26) (Этот случай подобен случаю 2а.) Надо только поменять 
местами а и р во всех рассуждениях и в схеме для Л(х). Тогда мы 
получим //'(х), ///-сводящую а к 7.

В этом случае мы получаем принадлежность 7 /п-степени а.
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2в) В этом случае, 
(?\«)х/(7) и (։\₽)\/Й) 
£(•*). /«-сводящую «Пй к

как и при 2а), 26), мы убеждаемся, что
обе конечны. Тогда можем построить о. р. 4

£(■*) = а
если
если

(х) если

x€[W\(an₽)lVW
х появится в яр₽ раньше чем в f (N)
х появится в /(Д') раньше чем в яр|р.

Как и при 2а), 26), убедимся, что /n-сводится К 7 рунк-
иней g. А сводимость 7 к aQ? мы уже предположили. Таким обра

I •

п

зом в случае 2в) 7 лежит в ^-степени яП?- Теорема доказана.
Следствие 1. Множество т-степеней всех надмножеств

квази максимального множества 3 образует конечную булеву под
алгебру ЭД-, в верхней полу ре тетке т-степеней р. п. множеств.

Доказательство. Сформулируем лемму и опишем метод
доказательства следствия.

Л е м м а 1. Максимальное разбиение дополнения квазимакси- 
мального множества р. п. множествами единственно с точностью 
до конечных множеств.

Следует применить метод индукции по максимальному разбие
нию дополнения для доказательства того, что ЭД, конечная решетка. 
Потом надо убедиться в том, что если ^=Р|аь б=Па։ (где п число 

максимального разбиения 0, /ХДО, 1, . . ., п}^и), то 7= Г я, является 

дополнением о в ЭД,.
Далее нас будет интересовать следующий вопрос. Можно ли опи

сать другие множества, лежащие в минимальных ^-степенях и сте
пенях квазимаксимальных множеств.

Определение 1. Р. п. множество я максимально в множест
ве 3 (или ^-максимально) если |3\а|=оо,

V7I7CMI hD(?\«)l<~ Vhn(?MI<°°l|.
Л е м м а 2. Для произвольного бесконечного р. п. множества 

3 существует ^-максимальное множество.
Доказательство. Пусть о максимальное множество и 

/(A/) = {J есть 1 — 1 о. р. перечисление р. п. Э- Тогда очевидно, что 
/(о) ^-максимальное множество.

Теорема 2. Если 3 -^-максимально и * рекурсивное мно
жество, то 3 лежит в минимальной т-степени.

Доказательство. Пусть 7 рекурсивное множество и {^-мак
симально. Предположим, что я р. п. множество и я^т3. Покажем, 
что либо я рекурсивно, либо ?^тя. Действительно, если (;\?), |/(Л՛) 
конечно, то я перечислимое множество, так как 7 рекурсивное мно
жество. Тогда я рекурсивное множество. Если же (7\?)П/(^) (,ес՛ 
конечное множество, то 7Г|/(.V) р. п., содержится в 7 и поэтому в 
силу 7-максимальности 3 (7p|/(/V))U? почти совпадает с 7. В этом
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случае сводящую функцию построим следующим образом. Пусть а н 
Ь числа соответственно из а и я. Перечислим р и строим функцию

а если х появится в р раньше, чем в /(/V) 
ь если
/֊1(х) в остальных случаях.

Нетрудно убедиться, что ё(х) «/-сводит 3 к а, т. е. 3 лежит в 
минимальной /«-степени. Что и требовалось доказать.

Следствие 2. В условиях теоремы 2 3 лежит в соответ
ствующей т-степени некоторого максимального множества.

Доказательство. Пусть 3 -^-максимально и / 1 — 1 о. р. пе
речисление 7. Тогда я=/-1(Р) максимальное множество.

Остается показать, что а и 3 лежат в одной и той же /«-степени. 
Действительно, я «/-сводится к р функцией /. Функцию, «/-сводящую 
Р к а, строим по схеме, описанной в доказательстве теоремы.

Следующая теорема дает полное описание всех множеств, ле
жащих в «/-степени квазимаксимального множества.

Определение. Р. п. множество 3 7-к в а з и м а к с и м а л ь н о, 
если р есть пересечение конечного числа -[-максимальных множеств.

Теорема 3. Для любых рекурсивного 7 и рекурсивно пере
числимого р 3 квази максимально тогда и только тогда, когда 3 
лежит в т-степени квазимаксимального множества.

Доказательство. Если 3 7-квазимаксимально, то, используя
идеи из теоремы 1 и 2, доказываем, что я лежит в «/-степени соот
ветствующего квазимаксимального множества. Обратное утверждение 
здесь мы докажем только для частного случая, из которого уже бу
дет видно, как надо обобщать доказательство для общего случая, т. 
е. для произвольного квазимаксимального множества.

Пусть 3 максимальное множество, я^^р и Р^**, где / и й со
ответствующие сводящие функции.

Покажем, что я максимально в7 = яиЛ(/У) и 7 рекурсивное мно
жество.

Предположим, что я не максимально в 7. Тогда 7\я*=?& не сжа
то и пусть такое р. п. множество, что |^.гоГ1^|“ оо и |6 ч и/Гв|=ех>. 
Легко убедиться в справедливости следующего утверждения:

которое следует из иммунности р. В таких условиях //-1( 1Гг.Гв) опро
вергает сжатость р. Получили противоречие. Значит, я 7-максималь
ное множество.

Теперь предположим, что /(7) бесконечное множество, и при
дем к противоречию—из этого будет следовать, что 7 рекурсивное 
множество. - Л

Рассмотрим два бесконечных р. п. множества /('>) и /(Л/). Они
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бесконечны п силу нерекурсивное™ я. /(3) и /(,У 
следующим трем условиям: удовлетворяют

1) |/(Л^)П₽| = оо;

2) |/(<И 13| = <*>, в противном случае о не сжато;

3) I (/(^)\/(^))П₽ | = ос, так как /(У)\/(о) =/д՜).
Из этих условий видно, что р не сжато.

Пришли к противоречию. /(?) конечное, поэтому •; рекурсивное 
множество, что и требовалось доказать.
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2. Ս. ԱՍԱՏՐՅԱՆ

Նախամաքսիմալ բազմության т-ասւո|ւնանների рпщтГ» 
ենթաճանրաճաշիվների մասին

Հայտնի է, որ բնական շարքի բոլոր ենթաբազմությունների անլուծելիու- 
թ յան Ո1 ֊ա ստիճանների վերին կիսացան ցը' Լ , կիս ա ցան ց չէ։ Այս հոդվա
ծում բացահայտված են 1.-ի վերջավոր ենթացանցեր, որոնք բուլյան հան֊ 
րահաշիվներ են։ Որպես հետևանք ստացվում է, որ բոլոր վերջավոր բուլյան 
հ անրահ աշիվն ե րն ունեն իզոմորֆ ներկայացուցիչներ Լ֊ում ։ Այս փաստր 
ապացուցելու համար օգտվում ենք նախամաքսիմալ ( կվազիմաքսիմալ) 

օւ բազմության բոլոր թվարկելի ընդլայնումների բազմության' 3 ֊ի կաոուց
վածքից։ իստ Լա խլան ի թեորեմի ( տե ս ( ), էջ 109) । իպերհի պերպարզ 

բազմության համար 2-ն բուլյան ՚>անրա\աշիվ է: Նախամաքսիմալ 2 բազ- 

մությունր նույնպես հիպերհիպերպարզ է, ուրեմն 3 -ն բուլյան հանրա.աշիվէ։ 

9) ա կ տ ո ր ի զա ցն ե յո վ 3~Ն' ըստ վերջավո ր սիմետրիկ տարբերության, ստանում 
ենք վերջավոր բուլյան հանրահաշիվ և ապացուցում, որ այդ •• անրահ աշիվր 
իզոմորֆ է Օ-ին էՈ֊բերվոդ բոլոր Ո1 ֊ աստիճանների կիսացանցին: Հարկավոր 
է նշել, որ ապացույցը չի օգտագործում Լախյանի թեորեմը։ Ստացված է նաև 
այն բոչոր բազմությունների լրիվ նկարագրությունը, որոնք ընկած են որևէ 

նախամաքսիմալ րաղմության 111 ֊աստիճանում:

л И Т Е Р А Т У Р Л — Գ Ր Ա Կ Ա Ն (I Ь 1> 3 Ո Ь է.

1 X. Роджерс, Теория рекурсивных функций и эффективная вычислимость. Мир. 
М.. 1^72. ’ Дж. Шенфилд, Степени неразрешимости, Наука, М.. 1977.
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