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Пусть {?л(х)} —полная, ортонормальная система (ПОНС) в А2[0,11 
и /(х)£/.а[0,1|. Тогда коэффициенты Фурье функции /(х) по системе 
{©л(х)} удовлетворяют условию

л* I

Карлеман впервые установил Ր) существование непрерывной ЭС унк-
ции, коэффициенты Фурье которой по тригонометрической системе 
удовлетворяют условию

У |сл|л = сю при всех թ<Հ2. 
л • 1

(1)

В связи с этим возникло следующее определение (23): функция 
/(х) обладает особенностью Карлемана относительно системы {?л(х)}, 
если коэффициенты Фурье с„=(/, ©л) удовлетворяют условию (1). А. 
М. Олевский в работе (4) установил, что для любой ортонормирован- 
ной полной системы 1<рл(х)| существует непрерывная функция, обла­
дающая особенностью Карлемана относительно этой системы. Им же 
в работе (5) построена ПОНС, относительно которой каждая непре­
рывная функция (кроме тождественного нуля) обладает особенностью
Карлемана.

В настоящей работе для произвольной точки хо£|О, 11 построена
полная ортонормальная система функций в Л2|0,1], для которой каж-
дая функциЯ|/(х) £ ճ2|0, 1|, (ք х 0) непрерывная в точке х0, облада­
ет особенностью Карлемана, причем все функции системы непрерыв­
ны во всех точках отрезка [0, 1] за исключением точки х0. Заметим 
попутно, что ни одна из функций этой системы не могла быть не­
прерывной в точке х0, так как такая функция не обладала бы осо­
бенностью Карлемана, являясь в то же время непрерывной в точке х0.

При построении этой системы используются идеи А. М. Олев- 
ского, разработанные в работе (5).
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Теорема 1. Для произвольной тонки х0£ [0, 1| существует 
ПОНС функций {?п(х)|, определенных на [0, 1] и непрерывных в 
любой точке этого отрезка кроме точки х0, такая, что любая 
функция /(х)€Л*[0, 1] (/ЕсО), непрерывная в точке х0, обладает 
особенностью Карлемана относительно этой системы.

Лемма 1. (Основная лемма). Пусть даны: произвольная 
точка хоС[О,1], ПОНС функций {?л(х)}, определенных на |0,1], и 
пусть функции фл(х) можно представить в виде <рл(х) = /л(х)-К(х) 
я =1,2,... , где / п{х) и *л(х) удовлетворяют следующим условиям՝.

I) /л(х) непрерывны на |0, 1| л = 1,2,... ;

О

II) V |/л(х)|9 равномерно сходится при любом д^>2 и любом 
1

<Д на отрезке (0, а), если х0=£1, на отрезке (а, 1|, если х0=

*л 51П
III)

О,

■ , если 
о

если о,

IV)
л — ։

тогда любая функция /(х)£Л2|0, 1] (/соО), непрерывная в точке 
х0, обладает особенностью Карлемана относительно системы 
{<?«(*)}.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию /(х)£ 
£Р(0, 1] (/хО), которая не обладает особенностью Карлемана отно­
сительно системы [?л(х)|, и покажем, что /(х) разрывна в точке х0. 
Так как /(х) не обладает особенностью Карлемана, то существует 

р<^2 такое, что У |с„|*’<<оо, где сп-(/Лл)՛ Пользуясь неравенст- 
л-1

вом Гёльдера, из условий 1 и II получим, что ряд Г п /л(х) схо­

дится к некоторой непрерывной на |0, 1) (в случае х0 = 1 на (0, 1|)
ункции Ф(х),1

3£Т поскольку сходимость осуществляется равномерно
внутри [0, 1) (в случае х0=1 внутри (0, 11), т. е. на любом интервале 
(О, а) (в случае х0=1 на интервале (а, 1]), где 0<^а<^1. Учитывая

также равномерную сходимость ряда У спуп(х) на 10, 1],
л — 1

оь
димся, что ряд У сл<рл(х) равномерно сходится внутри |0, 1) (в

л *• 1 

случае х0=1 внутри (0, 1]). Обозначим сумму этого ряда через 
. *4 **ш диуцЯИмММИИМ

£(х). Ясно, что И £(х) = Ф(х) 4-V Сл ул(х) на |0, 1) (в слу- 
л — 1

чае х0=1 на (0, 1]). Так как Ф(х) непрерывна в точке х0,
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то если функция = 2 сл>„(х) имеет л — I существенный разрыв в

этой точке, то и / (х) имеет разрыв в точке х0. Из того, что /сяО, 
следует существование такого п0, что

сп. =£ 0, сп =• 0 при п < л0. (2)

Рассмотрим случай, когда х0^=1. Возьмем последовательность 
2ло+1

+ ------- и выберем *0 так, чтобы при *>*0 х^ £ 10, II. Для
4*4՜1

произвольных /г^>л0 и Ь>к0 имеем: *
Сп ?л(-^) == с п*п • 51 п 2Пв"ло“1 (4Л -- 1) «г — 0;

сло>л„(х.)=сл<>՝л(> • 51п(2в +1/2)֊= сл„ >„„<?«= 0. (3)

Тогда, учитывая равномерную сходимость ряда с„ ‘„(х) и условия 
л֊ 1

(2), (3), получим

Птф(х*)=2 Нтс,лл(х*) = спчп՝ #=0. (4)
л — 1 к—* **

Возьмем теперь последовательность х#=х04-----и выберем к'
к

так, что при *>*,' х*£[и, 1]. Для таких к и произвольного п имеем

= 51п 2л£~ = 0,

из чего следует, что

Птф(хА) = £ Итсл՝'л(х*)=0.
к—••• л»1 /?—*««•

(5)

Но так как х*->х0, хк-*х0, то условия (4) и (5) показывают, что 
функция ф(х) имеет в точке х0 разрыв II порядка.

2Л«+1 , 1Если же хп=1, то возьмем хл=1—------- и х =1------ . Тем са-
4*4-1 к

мым лемма доказана.
Для доказательства теоремы осталось построить полную орто­

нормальную систему, которая удовлетворяет условиям основной лем­
мы.

Лемма 2. Если в А’|0, 1] даны:
Г) ортонормальная система ограниченных функций {<р,(х)}л ։;
2°) функции * = 1. 2........ Тп0 для произвольных

Г>0 и функции т(х)££.’|0, 1| существуют натуральное число т, 
функции {?л+Дх)}?.։, многочлен Р(х), составленный из функций 

{?г(х)}!'-1,п* такие, что:

I) {<М*)}',.Т ОНС в /ДО, 1];
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т, где /Дх) непрерывны

т П

П Г
111) О, при любом

п

т
IV)

Приведем схему доказательства этой леммы. Дополним систему 
{<рДх)|; непрерывными функциями (в) до ортонормального базиса в 
А2[0, 1|. Разложим ”:(х) по этому базису и возьмем достаточно много 
членов этого разложения так, чтобы полученный многочлен б?(х) 
был достаточно близок к -(х). Присоединив к системе {?/(х)|" те 
элементы базиса, которые также участвуют в многочлене <2(х), полу­
чим ОНС «Дх),... ?л(х), р^х),... р^х).

как векторы пространства А2
п

л 4-1

Рассмотрим эти функции 

. Подпространство, натяну­

тое на эти векторы, обозначим через Л, а его ортогональное допол­
нение — через Н. В Н выберем некоторую ортонормальную систему

ункций и, взяв достаточно много членов этой системы, доопределим

эти функции нулем на О,
п 

/14-1
Вновь полученные функции

вместе с предыдущими составляют ОНС <р։(х),... ®л(х), рДх),... 
... рт(х) в £2[0, 1], причем все функции /?Дх) (1^у=^/п) непрерыв­

ны на К системе функций {Р/(х)]7 применим ортонор-

мированную матрицу Уолша Л/(//г=2/). Получим ОНС ?։(х),...

... ?л(х), яДх),... ёт(х), причем на отрезке опять все

т
функции £/(х) (1^/^тп) непрерывны, а V 

/-1
при любом

24----- < Я <3. Теперь опишем, как строится функция <рл+1(х) в пред-
п

положении, что т = \. (При лт? Д> 1 описываемый ниже процесс пов­
торяется соответствующее число раз.) Функцию ©л+1(х) ищем в форме 
<?п+1(х) = Ф։(х), где нормирующий множитель, достаточно близ- 

" - —
кий к единице, а ^(х) = V а, ?Дх) 4֊ А'Д*) + Ъ (х), где а։ доста- 

/-1
точно мало, <и(х) (1 -^/^п) и #(х) непрерывные функции, достаточно 
близкие соответственно к ^,(х) (1=^/=^л) и £,(х), причем на отрезке

£л(х) = £,(х). Коэффициенты выбраны так,

что функция ф։(х) ортогональна всем <р/(х) (1^/^/?), и числа
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достаточно малы, что возможно получить, решая систему линейных 
п _

уравнений £ —(Я14՜ а171» ?/) 7 = 1,2, ...я и вспомнив,
I 1

что детерминант является непрерывной функцией своих элементов. 
Таким образом можно получить ОНС (ч>/(х)|«+т. Обозначим /*(х) =

— Л —
= + • 2 л и ։'л = а*3Л (1 =5^ £ /и), тогда ©я+*(х) =

<-1
=/»<(*) + '* 7*(х)» причем функции /ь(х) (]^^т) непрерывны на 
отрезке |0, 1|, а *Л( 1 /п) достаточно малы, так что I, II и IV
условия леммы выполняются для системы (x)J**т . Так как /л(х)

достаточно близки к gb(x), a gk(x) = gh(x) на то отсюда

следует выполнение условия III. Заметим, что линейное пространство, 
натянутое на {£/(х)}'“, содержит в себе линейное подпространство, 
натянутое на |^/(х)]/, . Из этого следует, чго С](х) можно представить 
как линейную комбинацию функций ф։(х), ... фл(х), £1(х),... £Л(х). 
Обозначим через Р(х) многочлен, составленный из функций ®,(х) 
(1^/^ п + т) с коэффициентами этой линейной комбинации. Из
того, что функции сря_^(х) (1^/^/п) выбраны достаточно близко к 
К^х) следует выполнение V условия леммы. Система, 
удовлетворяющая условиям леммы 2, построена.

Построение системы {<рл(х)|, удовлетворяющей условиям основ­
ной леммы, уже очевидно. Возьмем счетное, всюду плотное в /.’[О, 1| 
множество функций ~ц(х), последовательность положительных чисел 

( 21' кsin если х 4 х.։ оо ՛ V Гs* таких, что sft < оо, функции у/(х)= о
*~1 ' (0 если х = х0

Построение системы {<р„(х)} осуществим последовательно, пачками.
71 (Л1

Возьмем <р։(х) = Предположив, что после Л-того шага выб-

раны первые Пь функций <р«(х) опишем & 4- 1-ый шаг.
К имеющейся уже ортонормальной системе ограниченных функций 
{?, (*)}?*» к функциям |7л*^(х)|7-1 применим предыдущую лемму, 
взяв е = е* и т(х) = тл(х). Легко проверить, что для построенной 
таким образом системы выполняются все условия основной леммы. 
Заметим только, что полнота системы |фл(х)} обеспечивается V
условием леммы 2 и тем, что множество функции -*(х) всюду плотно 
в Р [О, 1].

Замечание 1. Воспользовавшись замечанием А. М. Олевского
(5), можно, слегка изменив предыдущую конструкцию, получить 
аналогичный результат и для особенностей типа Вейля. Именно,

Теорема 2. Для любой последовательности м(п)-юо и точ­
ки хо£|О, 1] существует полная ортонормальная система функций 
{?л(х)}։ определенных яа[0, 1] и непрерывных в любой точке этого 
отрезка кроме точки х0, такая, что коэффициенты Фурье произ-
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вольной функции f (х) £ I* [О, 
удовлетворяют условию

1| (/со 0), непрерывной в точке л

X
У С ? W (п) — ОО . 
п = 1
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Վ. Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ
հարղԼմանի եասկիութjniGp մի ղաււի ֆ ո ։ է. 1| (յ ի ւս ն Ь г ի համար

Եթե ] '-pn( ) ք ~ք' օրթ ոնորմավորված id"/ սիստեմ է է՜ 
ինչպես հալանի է, կամայական ք (X) ~A'|0, 1| ֆունկցիայի ւեուրլեի tjfipti

կիցների համար V С-п 
Ո - I

՝ա13 х
Ո — 1

ասում են, որ ք (X) ֆունկցիան ունի հարլեմանի եզակիություն
օրթոն որմակորված էրի1ք սիստեմում: 

աչքււատան^ու մ կամարս ШПШ

է Լ2\0, 1 !֊»*■'■ օրթ ոնորմ ավորւքած ֆունկցիաների 1[^ի*( կիստեմ, րստ ոք1ի
զասայապաս / /Հ1՜ [V, 1] քուսզցրա ( / , որս ա
ունի սարքեմ անի եզակիություն՝ րստ ա^ սիստեմի:

о
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