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МАТЕМАТИКА
М. А. АндикянО три-тканях, симметрично присоединенных к нормализованной поверхности аффинного пространства

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 10/ХП 1980)1. ДА. А. Акивис (’) построил общую теорию три-тканей, образо­ванных тремя расслоениями коразмерности г, на 2г-мерном диффе­ренцируемом многообразии М2г. В работе (2) было введено понятиетри-ткани на касательном расслоении гообразия Vг размерности г, одно Г(1/г) дифференцируемого мио-расслоение которой совпадает скасательным расслоением Г(1/г), а два других образованы семейст­вами касательных к многообразию I/' векторных полей.В настоящей работе вводится понятие три-ткани, симметрично присоединенной к оснащенной поверхности Уг аффинного простран­ства А’г. Изучаются свойства этой три-ткани.2. Рассмотрим 2г-мерное аффинное пространство отнесенное к подвижному реперу (х, еА. Тогда дифференциальные уравнениядвижения этого репера имеют вид: = 1, 2, . . 2г). (ОКомпоненты инфинитезимального перемещения репера удовлетворяют уравнениям структуры (3):
(1м1 — — №Пусть 1/г подмногообразие пространства А*г, х—ее точка, а Тх касательная плоскость 1/г в точке х. Присоединим к многообразию 1/г подвижный репер так, чтобы его векторы (/,/..« = И 2..........г)составляли базис в Тх. Тогда уравнения, определяющие поверхность V"г, запишутся так:ш“ = 0, (։,?».• • = г 4-1, г-}-2, . . 2г).Дифференцируя внешним образом Картана (3), получаем эти уравнения и применяя лемму

и.’” = А’ю7, 
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где Av- А’.. Продолжая эти уравнения, находим, что
гЛ;,=Л;,»<где А*.* симметричны по всем нижним индексам, a v—дифференциаль­ный оператор, определяемый формулой ?А]; = ^Ajy—A^.coJ—A^aiJ-EA.’to’, Уравнения (5) показывают, что h\ образуют пучок тензоров на по­верхности Vr.Рассмотрим касательное расслоение 7'(Vr) поверхности Уг. Его элементом является пара (х, с), где х£ 1/г, $£ГХ. Пусть D такая об­ласть касательного расслоения T(Vr)t что естественное отображение с:/Э֊>.42л, определяемое формулой у==х֊г;, где (х, 5)€Ц уставав- ливает биективное соответствие между D и некоторой областью Г) аффинного пространства Л2г. Тогда формы «и и = бу-дут базисными формами касательного расслоения Т(Г/Л), а его структурные уравнения имеют вид:

dw։ = uj/' «/, db1 — & /\ о? 4՜ ш'/\ (6)где о; = . (7)Так как точка у=х-Н описывает 2г-мерную область D аффинного пространства Д2г, то в этой области выполняется условие det jj В'А’.Ц^о. Это условие исключает из рассмотрения в каждом 7՝х алгебраическую коническую поверхность порядка г, которая является фокусной по­верхностью плоскости Тх.3. В области Л) касательного расслоения Т(УГ) рассмотрим три- ткань и"(3, г; / (¥')), одно расслоение которой совпадает с каса­тельным расслоением /'(!/'). Два других расслоения коразмерности 
г образованы семействами касательных к многообразию \/г вектор ных полей. Слои /\ расслоения /л три-ткани М7(3, г; 7՝ (I/')) опреде­ляются вполне интегрируемыми системами уравнений Пфаффа = = 0, (1 = 1,2, 3), гдез; = & — А'иР, а' = — & — з*= 2#'с< (8)а величины 4('՝>+,1>) (9)
образуют невырожденную матрицу. Векторы е*, касательные к слоям 7*а, проходящие через точку Ут=х-|Д, определяются с помощью ве­личин, связанных с поверхностью Уг, причем — Введемеще следующие векторы, инвариантно связанные с точкой у«-х-|Д232



(10)где /(—матрица, обратная к Обозначим через Л’ (а 1.2,3) г- вектор, касательный к слою Ла слоения /а. Тогда г-вектор А* - <Л<Л---Л^ будет изоклинным (*) по отношению к г-векто- рам Аа, и образует вместе с ними гармоническую четверку. Инва­риантное распределение А* будет горизонтальным распределением касательного расслоения Т (V'). При этом Л* зависит как от точки так и от вектора определяющих точку у = л'4-‘;.Можно провести канонизацию репера так, чтобы «р*. Тогда формы 0' и являются главными на касательном расслоении7 (2), н их разложения по базисным Ормам запишутся в виде:
где ^% = 0’ (13)При этом па касательном расслоении Т(У') определяется аффиннаясвязность -[ с фор.мой связности с $ ], тензором кручения а՝} 

О .и тензором кривизны £'Л/, где
□' = <0 I — X1 Из* 1<п

(14)
а1.4. Пусть теперь поверхность \'г снабжена оснащением Л( I г> (5). Оснащение М(УГ) представляет собой расслоенное пространство. Его называют нормальным расслоением, присоединенным к поверх­ности Vт (в). Поместим векторы ел подвижного репера, присоединен­ного к поверхности V'/, в нормальной плоскости Уг. Формы ста­новятся главными на поверхности I/', и их разложение п՛» оазисным формам можно записать в виде: (16)

а а/Отсюда и из уравнений (2), (3) и (4) следует, что
с/м)՛ — ш

(/ч)’ — (V (18)где (19)(20)233



Из этих уравнений в силу теоремы Картана—Лаптева (՛) следует, что формы <«' определяют аффинную связность на поверхности 1/г, а формы м>* определяют аффинную связность в нормальном расслоении Лг(1/Г) (5). Из уравнений (7) и (16) находим, что
в)=*;/•>*• (21)Отсюда и из (6) получаем, что структурные уравнения касательногорасслоения запишутся в виде:= аН/\и)', ^0'= (22)Уравнения (22) вместе с (17) показывают, что формы «>'=. | *определяют аффинную связность на многообразии Г(1/г). Эта связ­ность является горизонтальным поднятием аффинной связности с поверхности I'7 в касательное расслоение Т(УГ) (ь).5. Три-ткань 11 (3, г; 1 ( У')) назовем симметрично присоединен­ной к оснащенной поверхности У, если инвариантный г-вектор Д*(х, ;) этой ткани не зависит от ; и параллелен нормали Л;г поверх­ности Уг, определяемой в ее точке х.Если три-ткань 11/(3, г; Г (I/')) симметрично присоединена к ос­нащенной поверхности Уг, то из уравнений (12) и (16) следует, что Из этих соотношений, а также из (21), (12), (19) и (И) сле­дует, что разложения главных форм принимают вид

г*;=+ (I7;, - (23)Форма связности и тензор кручения симметрично присоединеннойтри-ткани имеют вид:
о( = и> 

I ^-ЛО‘к шк - 2а‘^, (21)
I — 
/к

/I и 
у лг

Пт (25)аТеорема 1. Для того, чтоды к касательному расслоению Г(1Л) оснащенной поверхности \'г аффинного пространства А՝г 
можно было симметрично присоединить три-ткань, необходимо 
и достаточно, чтобы на касательном расслоении Т(УГ) сущест­
вовало тензорное поле к1, ковариантный дифференциал которого 
имеет вид (23). Тогда форма связности три-ткани, а также ее 
тензор кручения определяются соотношениями (24) и (25).Пусть теперь на касательном расслоении Т(УГ) задано произ­вольное расслоение /.х коразмерности г так, что любой слой этого расслоения пересекает касательную плоскость Тх в одной точке. Тогда с помощью распределении Д1, Л3 Тх и А* строится распределение А*, симметрично с Д1 по отношению к распределениям Д’ и А*. Возни­кает вопрос: когда оно вместе с Д1 и Д’ определяет симметрично присоединенную три-ткань в касательном расслоении Т(1/г)?Теорема 2. Для того, чтобы к касательному расслоению234



оснащенной поверхности V' аффинного пространства А2г можно 
были симметрично присоединить три-ткань так, чтобы одно и՛, 
расслоений /в совпадало с данным, необходимо и достаточно, что­
бы аля этого слоения выполнялось ооно из следующих условий: а) °> Уим==0-Теорема 3. К нормализованной поверхности V' аффинного 
пространства А1Г можно симметрично присоединить шестиуголь­
ную три-ткань с произволом 2г функций г аргументов.6. Так как базисные векторы распределений Д’, Д* связаны со­отношениями е/1 = —(е! е'() и е'^е'—е;, то векторы е] и е\ лежат в одной двумерной плоскости, определяемой бивектором е\1\е(. Тем самым между подпространствами Д’ и Д’ устанавливается взаимно­однозначное соответствие. Например, для Д* и Д}’ это соответствие устанавливается отображениемф: Г1 = г№\ € \ е* £ Д*. (25)Отображение & позволяет провести канонизацию векторов еАл = г- 1, 
г-}-2, . . 2г), образующих базис распределения Д’. А именно: поло­жим <р(е<) = е/.»/., тогда е1+г = е( и из соотношении (10) следует, что

= О* I (27)Так как /' — матрица, обратная к то эти соотношения можно за­писать в виде (28)где здесь и далее = /?'+'. После проведенной! канонизации величи­ны 7/{( образуют тензор на касательном расслоении 7(1Л').Дифференцируя (28) и используя (5). (11) и (12), получаем, что формы ш1. и связаны соотношениями
Последние уравнения показывают, что формы «>'+' так же, как и «И, определяют аффинную связность на 7(1 г) (’)•Теорема 4. Для того, чтобы форма Пфаффа «у'Д определя­
ла аффинную связность на поверхности I необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось одно из следующих эквивалентных ус­
ловий: а) —тензор на поверхности I б) тензор на поверх- 
пости |/г, в) слои расслоения /3 три-ткани IV (3, г; Т( I )) не­
сут групповую структуру (см. (՝՛))•7. При отображении ? точке у£7\ соответств\ет точка определяемая уравнением г = х + ?е1+г- При этом отображении вектор ные поля, определяющие расслоения три-ткани, переходя! в вектор ные поля на нормальном расслоении, так что на нормальном рас 235



слоении естественным образом определяется три-ткань У/(3, г; Лг( 1/г)> с основными формами (8). При этом инвариантному горизонтальному распределению, образующему гармоническую четверку с распре­делениями, касательными к слоям три-ткани V/ ( 3, г; Т ( 1/')). соответствует некоторое распределение △*, где г точка нор­мали Л\. Это распределение будет изоклинным по отношению к распределениям, касательным к слоям три-ткани 1^(3, г\ ,У(1/Г)), и образует вместе с ними гармоническую четверку. При этом А., вообще говоря, не параллельно к распределению Д’.8. Рассмотрим теперь изоклинные, симметрично присоединенные к поверхности 1/г три-ткани. При г>2 характеристические условия нзоклпнности три-ткани имеют вид л{‘Л) = «(,-^.| (4).Теорема 5. Для того, чтобы симметрично присоединенная 
к нормализованной поверхности аффинного пространства три- 
ткань была изоклинной, необходимо а достаточно, чтобы ее тен­
зор кривизны имел строение =—й‘1угац.Назовем оснащение А’( \7Г) специальным, если тензор имеет строение —о’а*. Отсюда и из (28), (17) —(20) следует, что

Теорема 6. Для того, что([ы симметрично присоединенная 
к нормализованной поверхности три-ткань была изоклинной при г>3, необходимо и достаточно, чтобы поверхность обладала спе­
циальным оснащением. При г=сЗ это условие являет՞я только дос­
таточным. В этом случае тензор кривизны нормальной связнос­
ти совпадает, с точностью Ло знака, с тензором кривизныСледующая теорема дает геометрическую характеристику спе­циального оснащения.Теорема 7. Для того, чтобы поверхность Vг обладала 
специальным оснащением, необходимо и достаточно, чтобы фокус­
ные поверхности Гх распадались на (г—\)-к ратную бесконечно 
удаленную гиперплоскость и собственную гиперплоскость В. При 
этом существует (г-\)-мерное, касательное к поверхности рас­
пределение, вдоль интегральных линий которого нормальная плос­
кость Д\ остается параллельной, в то время как вдоль любой 
кривой, не являющейся интегральной для этого распределения, 
нормальные плоскости пересекаются в соответствующей точке 
гиперплоскости В.Выражаю искреннюю благодарность проф. М. Л. Акивису за по­становку задачи и внимание к работе.
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Ս՜. Ա. ԱՆԴԻԿՅԱՆ

Աֆինակ ան տարածության հադեցված մակերևույթին համաչափորեն 
կցված երե ք-հյուսված քների մասին

1Լշխաս։անքո։ մ ղիտարկվու մ
թ րոն Г ֊ չ ափ ան ի մ ակե րև ո։ Ամին 
տակ ընտանիք։ Էնթ ա դ ր վ ում է, 
կախված է մակե րև ու ւՒԴ կե տ ի էք , և

Լ չափանի աֆ ին ակ ան տարածոէ • 
երե ր֊հրս սված քների մի հա֊ 

որ աքդ հյուսված քների ձ* րաշխտմր 
կսվովտծ \ի շոշաւիոո շերտաւ1ոոմ ան ;

էլեմենտիցէ Յուր/ է տրվում, որ ալդ,զիսի հրո սվածքբ մակածում է մակերե֊ 
d ու IՍ h հաս ե и ա մ. ե աքն ա ն d ան tl tn d / шт il ահԼոհքււ /Ահն •

Ւտնված են Կրոսվաձքր հազեցված մ ակե րև nt քթ ին հա մ ա չ ափ ո րեն 
կէքված լինելու անհրաժեշոէ ե բավարար սլա լմաններ։ 1Լսրսցու ցված Լ նւտև, 
ՈՐ Ш!Г/ ևրեք֊հլուսվտծքր շոշափող շերտավորման մեջ մակածում Լ աֆի֊ 
նական կապտկցա ի/ րոն , '»րր ՝>էսնզիսանա մ է սմի իեւ սւկտն կասլտկզ տ [ժ րոն հո֊

որ ցվւսձ d ակերև ո։ քիքին կարելի է համաչափորեն կցեք վեցտն֊
կրոն I 
թ րո մ ր:

փ ո էի ո /и ականն ե ր ի if/"* ֆունկցիաների աղատու

փորեն երեք-հլա Աէ
տավորոէմների միջև։

Susi/

nt и

1Լլնու հետև դիտարկվում են համաչափորեն կցված 1էրէոկւէ’^յ երեք- հլու ս~ 
ված քնե րր ։ Գտնված են համաչափորեն կցված ևրևք~ հլու иվածքի իղոկւՒ<1է լինելու
անհրաժեշտ և րաւ1արւսր պարք աններ։ Ապացու ցվ ած է, որ ալո դեպքում i/nj 

քժլուն ունի մ ակե րևուլիէ ին շո շափող (Г---- I ) չափանի բաշխում է որի ինտեղրալ ա^

I ին ցծերի ուղղու իք լամ ր նորմ ալ հա ր իք ու իք լուն ր տևղ 
ւյանկացած ցծի տղդաթլամր, որր ինտեցրալալի հեո 9 ի ո

*արիէո։ իք լունների ընտանիքի կիզող մակերևոլ[թ ին ։ Ալղ կետերի րաղմու քժլունը 
նորմ աչ հարթուքժ լոլնների ընտանիքի կիցող մակերևույթներով որոշված փ~ 
պե րհա ր իք ու իք լուն Էէ

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

Те- 
/7.
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