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К задаче синтеза оптимальных линейных марковских 
управляемых систем методом канонических разложений

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовы.м 2/ХП 1980)

Рассматривается линейная марковская управляемая система 
(МУС), поведение которой описывается на интервале времени ЛА[/0,Т| 
векторно-матричным стохастическим дифференциальным уравнением

х(/) = Л(/)х(0 - + 0(է)1(է), А'(^о) — -^о
с линейным наблюдением

у(/) //(/)х(/)-^(/),
где х, и и у —векторы состояния, управления и наблюдения разме
рами л, т и /? соответственно, £(/) и т4(/)—случайные процессы типа 
нормального белого шума с математическими ожиданиями и 

и корреляционными функциями

где •$=;(/) и 5т,т։(0 — положительно определенные непрерывные для всех 
матрицы интенсивности нормальных белых шумов, о( • )—дельта

функция Дирака. А, /9, 6՝ и //—ограниченные и непрерывные на ин
тервале Л матрицы соответствующих размеров, причем элементы этих 
матриц не зависят от х и и. Предполагается, что процессы Ц/) и ^(/) 
являются независимыми друг от друга шумами, а начальное состоя
ние х0 системы (1) есть вектор, компоненты которого распределены 
по нормальному закону с числовыми характеристиками т0—Л4{х(г0)}, 
I о = |(х0 —лг0)'(х0—л?0)}, гАе А/ —символ математического ожидания, 
“ “ знак транспонирования.

Пусть в МУС (1) синтез закона управления, который, разумеется, 
является функцией наблюдения и = л(/, у(х) : т£[/0,/)), предусматрива
ет задание критерия качества в виде следующего функционала:

г
7(х, л, 0=*гГгХг + х'В(0х + «'£(/)//1/у(т), т<Д} մէ, (2)

что подлежит минимизации. Здесь Г? и //(/) положительно полуопре- 
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деленные матрицы, £(/) — положительно определенная матрица. Кро
ме того, матрицы 8(1) и Е(1) непрерывные на интервале /,

В отличие от работ (1՜3), в данной статье функционал (2) рас
сматривается как случайная величина и числовые характеристики 
этой случайной величины исследуются с точки зрения задачи синте
за С. Показывается, что эта задача получает значительное упро
щение с применением метода канонических разложений, разработан
ного В. С. Пугачевым (•), идея которого состоит в представлении 
случайной функции в виде суммы элементарных функций хи) =

30

= х^Е), Здесь скалярные случайные величины х, являются
1-1

коэффициентами канонического разложения, неслучайные вектор- 
функции гДО —координатными функциями разложения. Они удовлет
воряют соотношению

7

и условию ортогональности
г

гТ1Гтгп + С г;(/)й(/)2,(/М/=г,;

1
(5)

для всех /, /£|1, 2, . . .]. Предполагается также, что коэффициенты 
канонического разложения х< взаимно дельта-коррелированы

(х, - ш,)(х, — п1,)1у} = $А/- (6)

Здесь 5։—дисперсия случайной величины х։, а условное математичес
кое ожидание для X/ определяется соотношением

где

т
х'(()В(1)г^)с8,

х(/) = /И'х(/)/у(-)։ т /}.

(7)

(8)

Заметим, что
а) Поскольку начальное значение х0 нормально распределено, 

решение системы (1) является марковским процессом, условное ма
тематическое ожидание и корреляционная функция которого удовлет 
воряют следующим дифференциальным уравнениям ( ).

л(0=Л(/)л(/)+О(Г)и(0+К(01у(0-М0*К)1.
(9)

Н(1) = А(Г)На) 4 /?(/)Л'(/)4 О"(0$,(<К7(0 - А' (05„(/)К(П (10)
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л л 
при начальных условиях х(/0)=-х0, /?(/0) = /?0 соответственно.

б) Решение уравнения (10) может быть представлено в виде (в) 
Г

/?(()= /?<>+ I* №'(/),

■ • 
где №՛(/)—матрица фундаментальных решений однородного уравнения

* • I-՜

Л(/) = [Д(О-Р(/)С(ОИП.
Необходимым и достаточным условием выполнения равенства (6) 

является условие 
т / •

ЭД(/) = /?(Л7’)Гггп+ /?(/, г)В(т)г((7)</г, /ел, (11)
1О

где

Ж -) = Л1{[х(/)-х(/)]'|х(':)-х(т)|/у(.), ^}, Е

При сделанных допущениях случайная величина У почти всюду 
ограничена. Из этого следует, что ряд (4) сходится в интегрально 
квадратичном смысле (т. е. ряд сходится в метрике пространства Е> — 
пространства функций с суммируемым квадратом (’)):

т
/ = V С и^)ЕЦ)аЦ)(1Е

ГТ1
'о

Условные характеристические функции для каждого члена х* 
имеют вид (ье)

7л (у\о) = Л1|ехр(/шх2)) = ■—====— ехр ( —----------
ж? Г 1—2/ш5( \

Тогда условная характеристическая функция для 
дет

функционала 7 бу-

<?/( уш) = М { ехр (у ш7)} =

X { ехр уц) т!, г 
1—2/<и5։-

*0

Л Л
Здесь целесообразно рассмотреть условные семиинварианты С\, С2, ... 

л
Сь, определяемые разложением (в՜12)

(12>

226



Л сС ( / и > V*
хД/>^111 ?/(/<•>) -1 Ск——, 

*-> Л!
ш = ехр

где Л-й условный семиинвариант случайной величины У есть £-ая 
л

производная функции хДл), вычисленная в точке /. = 0
Л

Покажем, что числовые характеристики случайной функции У 
могут быть выражены через семиинварианты. Исполйзуя формулу 
(12), получим, что первые два условных семиинварианта функциона
ла У имеют вид

т
С1 = V (5, + т?)+

ЬИ У

<0

Следует заметить, что при синтезе МУС на первый взгляд не 
очень удобно пользоваться семиинвариантами, поскольку они не вы
ражаются через переменные системы. Чтобы преодолеть эту труд- 

ность, введем вспомогательную функцию /?(/, '), определяемую сле
дующим образом:

/?(Г, Г)Гг/?(Т,֊) ֊
г
| /?(/, з)В(о)/?(з,-)</’.

*0

Используя формулы (5) и (11), получим

де,т)= V

Отсюда следует

(13)

Из выражений (7), (8) и (13) получим соотношение 

ЛЛЛ

/ —I *0

где
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г
Ф(/)2. I 

%) /о
(14)

причем Ф(/о)-О.
Условные семиинварианты запишем в виде

С'^ л^Гм-г I dt -J-
«' 
f о

T

4-След Гт7?т4- B(t)R(t, t)dt ,
/и

Т

x^tRtVtXt 2лгГгФг -J х'(/)/?(/) Ф(/)г// 

z0

2 След fl(OW, t)dt (15)

Таким образом, условные семиинварианты выражаются через 
Л —

оценки марковского процесса х(/) и вспомогательную функцию R(t, '). 
Условные семиинварианты и условные моменты случайной величины J 
связаны между собой соотношениями (10՜12)

(16)

Выбранное число первых семиинвариантов несет в себе столько же 
информации, сколько и первые два момента, необходимые для опи
сания МУС.

Полученные результаты в поставленной задаче линейного син
теза МУС можно применить следующим образом. С учетом соотноше
ний (16) имеем критерий

min {^+«(4֊^)}. (17)

где а—весовой коэффициент. При функционал (17) становится 
традиционным. 11ри получается новый класс задач синтеза МУС, 
структура и решение которого, как показано ниже, сводится к из-

Л л
вестному классу С1՜’’). В (17), подставляя С, и С2 из формул (15), 

Л
учитывая уравнения (9), (10) и опуская Cf, получим расширенный 
функционал
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т г л л р л д
iniп хгГмг - |л'(/)Я(/)х(/'Н -u(t)E(t)u(t)\dt 
и I J /о

Л Т
4- 47ХгГ/(/?/ГлХг4-/7) ֊ 4а x'(t)B(t)l(։)dt (18)

i(t) = IД(/) -4- /?(/W)i, /(U-0..

После введения расширенных векторов и матриц 

4 (t) А,

л
х(0
/(О ’

адд5*'’
= |2։S(0 О

/>(/)£ D(t)

0|\

4(0 4тГО
4?Гг

критерий (18) примет вид
т

min !хгГгХ-г+ i [x'(/)B(/)x(Z)+?(/)F(/)u(/)|tfr[, 
и Ĵ

0

который относится к расширенной системе

x(t) = A(f)x(t) + D(f)ii(t), x(tQ)^\x0 0]'.

Решение расширенной задачи сводится к известному закону управ
ления

и(х, /)^֊£-։(/)/>'(0Г(/)х(/),

где коэффициент усиления Г(О есть матрица размера 2// и яв 
ляется на интервале времени Л решением уравнения 1 икк.։ти

Г= -г А-АТ-В А \Т)Е-ЧУГ 

с граничным условием Г(Т) Г г.

Г.репа некий институт 
народного хозяйства
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Վ. «I. 8ՈՈԻՏՅԱՆ

Մարկովյսւն ւլԼկաւ[արԼ||ւ Гниմւսկարդերի կսւնոքւսւկան վերլուծման 
օպտիմալ սինթեդմաև խնդրի վերաքերյալ

մեթոդով

Դիտարկվում է մարկովյան ղեկավարելի համակարգի գծային սինթեղման 
խնգիրլ Ի տարբերություն գոյություն ունեցող աշխատանքների, այստեղ են- 
թա գրվում է, որ բաոակուսային ֆունկցիոնալր իրենից ներկա յա ցնում է պա. 
տահական մեծութ յուն և հետազոտվում է այգ մեծության թվային րն ութ ա գրե րր 
մ արկովյան ղեկավարեցի Համակարգերի գծային սինթեղման խնգրի տեսան
կյունից: Ապացուցված է, որ սինթեղման խն գր ի լո ւծո ւմ ր զգալիորեն պարգեղ- 
վում է կանոնա կան վերլուծման մեթոգի կիրառմամբւ 'Լեկավարելի համակար
գի փոփոխականներր և պատահական ֆունկցիոնալի րն ու թ ա գր եր ր արտա
հայտվում են սեմիինվարիանտների միջոցով, ի ս կ հետո հիմնավորվում /, ղե
կավարման օրենրր, որ մ ին ի մ ի գացն ո ւմ է պատահական ֆունկցիոնալի մա
թեմատիկական սպասման և ֆունկցիոնալի կշոային ղում արր։ Ստացվում է 
մարկովյան ղեկավարելի Համ ակարգի սինթեղման խնգրի նոր գաս, որի կա. 
ոուցվածքր և լուծումր բերվում է հայտնի ա ր ղ յո ւնբն ե րի ։
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