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В настоящей работе исследуется вопрос о существовании мно
жеств единственности, имеющих сколь угодно малую положительную 
меру, как для любых полных ортонормированных систем, так и для 
некоторых интегральных преобразований.

Следуя работам (1*2), введем следующее
Определение 1. Пусть (?я(х)|Г-1 полная в /,2[0, 1] ортонор՝ 

мированная система. Множество £*С[0, 1| называется множеством 
единственности системы {фл(х)}”_1, если из условий /(л*)=0 при х£Е

и М I I/Ч’л|р<С+°° для некоторого 0</?<2 следует, что /(х) обра- п 1
щается в нуль почти всюду на [0,1]. ?

Аналогично можно ввести определение множеств единственности
и для интегральных преобразований.

Определение 2. Пусть ядро А'(х, О, О^х, /<^40©, такое, 
что для любой функции .

Н-ш 1 Ал(х, =/(х)*, где /(х)£А,(0, Ч-оо), (1)
7 -* до 

о

1Л=1Л“ (2)
множество £, ЕоО, Ч-эо) называется множеством единственности 

А 
для ядра А(х, /), если из условий /(х) = 0 при х£Е и /(х)£/./;(0,Ч-*©) 
для некоторого 1=^р<2 следует, что /(х)=0 почти всюду на 
[О, Ч-оо).

Верны следующие теоремы.

* 1-1-т обозначает предел в смысле сходимости н /.,(0. • <>) при а—оо. 
з -* ОС-

6
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Теорема 1. Для любой полной ортонормированной в А.,|0,1| 
системы. {?л(*)!л-1 и любого ОО существует измеримое множест
во АС|0, 1|, которое является множеством единственнос
ти для {?я(х)}*в1.

Теорема 2. Пусть ядро К(хД) удовлетворяет условиям (1), 
(2) и, кроме того, ограничено в любой полосе (0, ос) '(0, а), т. е. 
для любого а^>0 существует М(а) такое, что

|К(х, 0|</И(а)<ос, когда 0^х< ;-оо. (3)

Тогда для любого г>0 существует измеримое множество £^:(0, ос), 
рАГ<^е, которое является множеством единственности для ядра 
К(х, 0-

Теорема 1 является обобщением теоремы Голзани (’), который 
аналогичный результат установил в том частном случае, когда функ
ции системы {©„(х)} равномерно ограничены.

Из теоремы 2 непосредственно следует
Т е о р е м а 3. Для любого в^>0 существует измеримое мно

жество ЕЛТД—ъ, - ос), которое обладает следующими свой
ствами:

/՛ ТС. - .г ■՛ ■ л
1) если /€А2(-ос, 4-оо), У(х) = 0 при х^Е и /(х)==

ос, ос) для некоторого р, :2, то Дх) 0

почти всюду на (—ос, ос);
2) если 4-ос)ПЛ2(—ос, -ос) для некоторого р.

л
1 р < 2 и /(х) = 0 при х£Е, то /(х) = 0 почти всюду на (—ос,
Ч-оо).

Теоремы 1 и 2 доказываются, соответственно, при помощи сле
дующих лемм.

Лемма 1. Пусть {?л(х){® , произвольная полная в А2(0, 1) 
ортонормированная система. Тогда для любых г; 0, д >2 а (0, а)С2 
С2(0, 1) существуют измеримое множество (0. а) и ограничен
ная функция /(х) такие, что:

1) /(х)=о, когда х£(а, 1);
2) /(х) = 1, когда х£(0,

П'/
3) /(х)?л(х)*/х

л •• I
и

Лемма 2. Пусть К(х.О яОро, удовлетворяющее условиям 
(I), (-2), (3). Тогда для любых а £ (0, 4-оо), в>։>0 и Ч >- сущест
вуют функция /(х)е/.։(0, 4-ве) и множество Е, „(0, а) такие, кто:

1) /(х) - 0, ■■ яи);
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2) /(х)=1, х£(0, а) Е:л \^Е,<Ч\

з) цдха
Эти леммы доказываются путем использования лемм А. А. Та- 

лаляна, установленных в работах (л-4) (см. (3), лемма 2, а также (4), 
лемма 1 и (5), леммы 2.11.3, 2.11.4). Здесь приводится доказательство 
теоремы 2. Доказательство теоремы 1, а также леммы 1 аналогично 
нижеприведенным доказательствам теоремы 2 и леммы 2.

Лемма 2 доказывается при помощи следующей леммы, доказа
тельство которой фактически приведено в (4) (см. лемму 1).

.1 е м м а 3. Пусть А'(х,/) ядро, удовлетворяющее условиям 
(1). (2), [о, 6]С(0, ос) и Ас(0, 4֊ос) измеримые множества конеч
ной меры. Тогда для любых I >е>0, ?>0 и 3>0 существует мно

жество £с|«, д|, иЕ=г(Ь—а), такое, что /(х) =•-/|в։д] (х)-----/Дх)
£

удовлетворяет следующему условию:

р[х£А:|/(х)|

Доказательство леммы 2. Интервал (0, я) разделим на п 
равных частей /1։ /2, . . ., 1п {п будет выбрано несколько позже). Из 
леммы 3 вытекает существование функции / (х) такой, что:

/։(х)=0, х^/р

/1(х) = 1, х^Дх^. <1^; = —;
п

(4)

(5)

(6)

(7)

Произвольные постоянные и е։^>0 будут выбраны позже.
Допустим, что функции /։, . . и множества /^=[0, 1]С2

С#2С1 . . . С_В,_], (></?) уже построены. Существует множество Е.
такое, что

V- I л

1֊1
х£Е„ р#,<4-ос. (8)

Из леммы 3 и (8) следует существование функции Д(х) такой, что: 
/Дх)=0, х^Д; (9)

/Дх) = 1, х£/,х£,, р£,= —; (10)
п

хС^:|Л(х)|
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(12)
л

Положим /(х)= ^/,(х). Из (4), (5), (9), (10) следует 1) и 2) лем- 
1

Л
мы. Покажем, что числа п, 7 и е можно выбрать такими, что / 7

Очевидно, что (см. (1), (3))

Ща)а для любых х £ (0, ֊ -ос)г (13)

Поэтому (см. (8))
гп

(14)

Обозначим через /V— х£В,: |Л(х)| > Пусть х€(Ял£,-1)хи -V ֊1
1 < п. Тогда из (8), (11 и (13) вытекает

1Л(Х)|<-
2

Л ’֊2 л л л

М(а)а2 "
гп 9<

М(а)а2
гп

п
Когда имеем

О1

Из (14), (15), (16) вытекает
л . М(а)а2 |/(х)|< ( --4-т

Е//

л
при Х(г

(15)

(16)

(17)

Л л п
I

причем
л 

!֊и>։.
V— 1

(18)

Имеем (см. 13), (17), (18) и (12))
А г л Л /М(а)а:\*

I /(х)|»</х= С|/(л-)|«^х+ |Л*)1։ • |/(-«)1’* </л<( ; ) 

(19)
О п ( п \си Л, и

¥-1

<7 -2 2<;2

е
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Из того, что <?>2, следует, что// можно выбрать настолько большим, 
а 7 и £։ настолько малыми, чтобы последнее выражение было мень
ше, чем е՛/. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть {хл}* ։ всюду плотно
11.в (0, ֊т-ос), /М 2,---- !---- = 1 и £">0 такие, что V <е, Тогда

Рп л.й—1

из леммы 2 вытекает существование функций ®А(х)^12(0, 4֊ ос) та
ких, что:

1) ®;(х) = 0, х£(0, л-А);

2) ?"(л-) = 1, л-€(0, Х»)Х£;,
л

•с

Покажем, что Е— □ £" -множество единственности (ясно, что
Ч.л-1 

л
Пусть /(л*) = 0 на Е и /(х) £ АР(0, -ос) для некоторого 1^/><2. Для 
достаточно больших п (когда Рп^>р) имеем

хь я
Л

| /(х)с1х - յ /(х)<р"(х)<Ул- = ք (х}Ц(х)с1х
Ои о

<յ/Ն„-հ;լ«!/ււ; +
Из того, что Мт е^ = 0, следует: 

/։՝•՛«

хц

X =0.

Отсюда следует, чго /(х) = 0. Теорема 2 доказана.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, иод ру

ководством которого выполнена настоящая работа.

Ереванский государственный 
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Դ. Դ. ԴԵՎՈՐԴՅԱՆ
միակության թազմութ(անների մաււին

ում ապա
Թեորեմ 1, Կամայական 1|փ4 օրթոնոթմալ համակարգի և £>0 թվի համար գոյություն ունի չափելի р ազմ ու թյուն £*, |1£<е, ւսյ նս|իս|ւն,
Ս.շ խատան ք րյուէյփս<} են.
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пр /(Х) = 0 />ի վրա ե. ճ | р <Հ Ос пркк p<2 համար պայմաններից հետևում к, пр У(х)=О հ. ա.:
Թևորեմ 2. Դիցուք /<(Х, ք)-ն այնպիսի կորիզ հ, որ կամայականՀ(-*)(;£շ(0, +°°) ֆունկցիայի և կամայական Я > 0 թվի համար

9

Нт Г Л*(х,/)/(/)<//=/(x)
$ ՜* օծ J

|/(х)^х

I A'(*. O| <C'W(l7)<H-OQ երր 0<Х< ОС,Այց դեպքում կամայական £^>0 համար գոյություն ունի Е~(0, ОС) 
и£<е, որն օժտված I. հետևյալ հատկությամբ, եթե f(X)=0 />ի վրա և 
ք (x) £ £Д0, 4՜°^) որևե p<2 համար, ապա՝ ,z(x)=0 հ. ա.:
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