
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

БХХП ” ՜ 1981 ՜ ^՜՜՜՜ -֊-=—= ™

УДК 513.013; 513.82

МАТЕМАТИКА
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О геометрии симметрического пространства нуль-пар 
проективного пространства РРп

{Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 22/У11I 1980)

В работе (') методами, изложенными в (2. 3), изучалась ди4< »!' •

ренциально-геометрическая структура, определяемая //--кратным ин­
тегралом, зависящим от п параметров, на многообразии двойного рас­
слоения переменных интегрирования и параметров А1. Было установ­
лено, что такой интеграл индуцирует па многообразии М псевдорима- 
нову связность специального типа, которая оказывается соответствую­
щей псевлоримановой метрике Рашевского (4). Здесь естественно воз­
никает задача о выделении классов интегралов, определяющих на мно­
гообразии двойного расслоения переменных и параметров заданные 
геометрии Рашевского. Эта задача была решена для псевдоевклидо- 
вых пространств Рашевского (кривизна связности равна нулю). Ока­
залось, что соответствующие интегралы обнаруживают 
сходство с классическими интегралами Лапласа—Фурье.

1 ормальноеГ

В настоящей работе последняя задача решается для некоторого 
класса простейших пространств—симметрических пространств Рашев­
ского нуль-пар //-мерного вещественного проективного пространства 
РРп. Отметим, что симметрические пространства Рашевского с прос­
тыми группами движений (к ним относится и упомянутое выше про­
странство) найдены А. С. Феденко (5). Одним из преимуществ этого 
пространства пар точек и гиперплоскостей в РРп является то, что в 
отличие от обычного проективного пространства оно является метри­
ческим. Более того, в пространства нуль-пар можно ввести проективно-
инвариантную метрику, относительно которой они являются симметри­
ческими пространствами (тензор кривизны ковариантно постоянен).
Подробное изучение геометрии этих пространств было проведено
Б. А. Розенфельдом 6. 7)

Рассмотрим структурные уравнения псевдориманова пространства 
Рашевского Л1 ('):
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= ։»>' /\ 

б/ш,——Ш*Д 11>А

= 0 рЛША Г К Ър^Л^г

где величины А’" в совокупности (латинские индексы принимают 
значения 1, ..., п) образуют тензор кривизны пространства двойного 
расслоения Л1. Метрика на задается однозначно определяемой //- 
кратным интегралом, зависящим от л параметров, билинейной невы­
рожденной формой бАр Определим компоненты тензора кри­
визны формулой

(2)

где о'—символ Кронекера, а А—некоторая гладкая 
ференнированием последнего уравнения системы (1) 
легко можно доказать, что при

функция. Диф- 
с условием (2)

А' = С0П51.

Тензор Риччи при этом равен

К‘„ = (п+\) К*.

Будем интерпретировать структурные уравнения (I) с условием (2)
в некотором 
соответствие 
структурных 
рят (8), что

проективном пространстве. Для этого нужно установить 
между базисными формами в соответствующих системах 
уравнений. Более точно это означает следующее. Гово-
два пространства нГп ИННОЙ связности изоморфны, если1 1

Г г

между ними можно установить точечное соответствие, при котором 
каждому выбору систем отнесения, связанных с точками первого про­
странства, можно сопоставить такой выбор систем отнесения, связан­
ных с точками второго пространства, что главные и вторичные струк­
турные формы первого пространства равны соответствующим формам»•
второго пространства. Таким образом, ближайшая цель состоит в
отыскании пространства, изоморфного пространству, определяемому 
структурными уравнениями (1) с условием (2).

Рассмотрим структурные уравнения л-мерного вещественного про­
ективного пространства ррп (*):

ЩЧ л % л
=9» л 6* л 9?

^;=%Л9?. в'лог .

=«г л 95
п
V 6' = О 
“|

(3)
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Сравнивая системы структурных уравнений 
тить, что искомое соответствие базисных 
формулами

рормЗЕ
(3), нетрудно заме- 
можно определить

(4)

(О'՜ = р0‘

Ш/ =
и/ = б' — г,՛ ф к "к «О

где величины р и > суть некоторые постоянные, удовлетворяющие 
соотношению

р > К = 1 (5)
Уравнения инфинитезимального перемещения репера (е0, еп в 
проективном пространстве /?РЛ можно записать в виде

<^0----

— 6^0.
(6)

Рассмотрим в изучаемом проективном пространстве совокупность 
пар элементов: первым элементом пары является точка проективного 
пространства /?Р՛, а вторым элементом—гиперплоскость. Из соотно­
шении (4) видно, что вполне интегрируемой системе пфаффовых урав­
нений ш1 =0, I = 1,. .п отвечает система 0* =0, £=!,..п, так­
же вполне интегрируемая. Эта система определяет точку ЦРп (соот­
ветствующую вектору е). Диалогично вполне интегрируема система 
уравнении 0° -0, I — 1,..., п, которая определяет в рРп гиперплос­
кость (натянутую на векторы ег,..еп). Таким образом, структур­
ные уравнения (3) соответствуют пространству нуль-пар проектив­
ного пространства РРп.

В (*) было показано, что //-кратный интеграл полубазовой формы

□ = .. Ау)П,

зависящий от п параметров, задает на многообразии двойного рас­
слоения переменных и параметров М структуру псевдориманова 
пространства Рашевского, если имеет место уравнение 

п

причем выполнено условие
//(/֊'(О/) = (о'У\со/.

Нетрудно проверить, что эти соотношения будут выполнены, если 
величины и л/ определить из дифференциальных уравнений

К(/>.* — /Ла)' = Р(и‘-------М/Лшь
К Р (7)

я
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где величины р и д являются постоянными, удовлетворяющими уело- 
вию 3

р—д ~ К(п ф1). _• .

Тем самым система дифференциальных форм и»', <•>', удовлетво­
ряющих структурным уравнениям (1) с условием (2), и функций 
X, (/, /г = 1,..., я), удовлетворяющих дифференциальным уравнени­
ям (7), замкнута. Таким образом, система уравнении (7) определяет 
семейство //-кратных интегралов, зависящих от п параметров и за­
дающих на многообразии 31 структуру псевдориманова пространства 
Рашевского (1) —(2). Это семейство зависит от 2п ф 1 произвольных 
констант (начальных значений) (>.1)0,..(/•л)0, (/,)0, ..(/л)0, р. 
Перейдем теперь к геометрической интерпретации. Зафиксируем в 
рассматриваемом пространстве нуль-пар некоторый элемент, т. е. 
точку и гиперплоскость исходного проективного пространства РРП. 
Условие фиксации произвольной точки

е = х1е1-гх^е^

проективного пространства можно представить в виде

с1е &е.

Из соотношений (8), (9) легко можно получить 
уравнения, которым удовлетворяют величины х։,

(8)

(9)

дифференциальные

4х1—х'х*^.

Эти уравнения, равно как и нижеследующие дифференциальные урав­
нения инвариантности гиперплоскости пространства РРп, впервые 
были указаны Г. Ф. Лаптевым (9).

Рассмотрим теперь в рРп гиперплоскость

/ЛхМ нох° = О, (10)

где через ип, и0 обозначены тангенциальные координаты этой
гиперплоскости. Условие фиксации ее имеет вид

^(и|х/4-и0х°) - ?(^х'фмох°). (1П
Отсюда нетрудно получить дифференциальные уравнения, которым 
удовлетворяют величины //։,...,//л (координата и0, как и х°, исполь­
зуется при нормировке репера). Вместе с уравнениями для х1.......хп
получаем систему

|</х' - х^- ЭД==б'֊-х'л*0° 
|(1иг\-<>*Й) = «///*&£ - (12)

Сравнение систем уравнений (12) и (7) показывает, что величины 
/1։.. .,/֊л можно связать с х1,..х\ соотноше­

ниями
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А/ - — ‘qui
и.

Всякий интеграл, определяемый системой (7), задается числами р, д, 
р—д֊К(п-\\), точкой и гиперплоскостью в рРп. В частности, точка 
и гиперплоскость могут быть инцидентны. .Учитывая произвол, с ко­
торым интеграл присоединяется к невырожденной билинейной форме

<.? Д 10, (подынтегральная форма 2 определяется формой б/<р с 
точностью до замены вида 2->Р(х\ ..., хя)Р(у։.......Уп№, где х1, .. .
..., хп—переменные интегрирования, у։,..., уп — параметры (10)), оп­
ределяющей на многообразии двойного расслоения М псевдоримакову 
метрику Рашевского, получаем следующий результат.

Теорема. Каждое решение системы, (7) задает интеграл, 
определяющий на многообразии двойного расслоения переменных и 
параметров А1 геометрию многообразия нуль-пар п-мерного проек­
тивного пространства КРп. При данных постоянных р, д, удов­
летворяющих условию р—д = К(п Ь1). множество решений системы 
(7) находится во взаимно-однозначном соответствии с множеством 
пар „точка-гиперплоскость* в РРп. В частности, условие

РЧ

выделяет решения, соответствующие которым точки и гиперплос­
кости инцидентны.

Чтобы установить справедливость послеянего утверждения тео­
ремы, достаточно выразить х1 и Н/ через л‘ и л, и подставить в урав­
нение гиперплоскости.

Будем теперь искать явные выражения для интегралов, принад­
лежащих этим классам. Предварительно рассмотрим одномерный 
случай. Покажем, что семейство интегралов, порождающих геомет­
рию многообразия пар совпадающих точек проективной прямой, оп­
ределяется интегралом формы вида

2 —
(X—у)Т

7 = const. (13)

Иначе говоря, любой интеграл семейства отличается от интеграла 
формы (13) только множителем вида /(х)^(у).

При п — 1 основные структурные уравнения (1) в предположе­
нии (2) принимают вид

сДо1 == оф До*1
dwx = —Ш1ДШ1 (1 )
d^\

Заметим, что здесь величина К не обязана быть постоянной. Поэто­
му потребуем выполнения условия Л‘= const. Нетрудно проверить, 
что формы ш1, ф1։ ад’ можно определить соотношениями
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т. е. таким образом определенные формы удовлетворяют структур­
ным уравнениям (Г). При этом имеет место равенство

аЬК = — 1.

Основные уравнения (7) принимают вид:

(ЬУ - /У di +

Подставляя решение этой системы

X1 = —аре' -——

/ j = bqe~' у—с 
х — с

в уравнение (*), которому удовлетворяет подынтегральная функция 
после простейших преобразований получим

у—О х—с х—у х~ У

где постоянная величина 7 определена равенством

7 =• (2—abq.

Решение последнего уравнения имеет вид

(У—О)'(* <)7՜2X Ае՜'
(х у)т֊2

A const.

I аким образом, форма 2 определяется соотношением

А^аА.
(Х_у)Т֊2

Интегралы, соответствующие парам совпадающих точек, получаются 

при условии сх — с. Выберем в качестве А величину А = с2՜2) и ус­
тремим Тогда, как легко видеть,
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(Х-у)Т ’

Таким образом, ядра интегралов, определяемых системой (7), обна­
руживают формальное сходство с ядрами интегралов Коши.

Перейдем теперь к «-мерному случаю. Покажем, что геомет­
рия пространства пар „точка-гиперплоскость“ (точка и гиперплос­
кость инцидентны) проективного пространства /?Р" («>П порожда­
ется на многообразии двойного расслоения М интегралом формы

сс!хх А ' “ А (1хп 
(д-°у0-г + *пУпУ '

7 = СОП5К С = СОП81, (14)

причем л*0 = 1, у„ — 1. Для этого достаточно показать, что компонен­
ты тензора кривизны и метрического тензора расслоенного простран­
ства Рашевского, соответствующего интегралу формы (14), связаны 
друг с другом зависимостью вида (2) (где в роли . части компонент 
метрического тензора выступают символы Кронекера).

Пусть впредь латинские индексы пробегают значения 1,..., «, 
а греческие—-О, I....... л —1. Нетрудно показать (9), что часть компо­
нент метрического тензора пространства Рашевского, соответствую­

щего интегралу формы 2 = Кс1хх/\.../\с1хп՝ связана с коэффициен- 

том К соотношением вида

. ^1пК &*■=----------
дх1д V, *

В случае формы (14) получаем 

ёг----------Д------

где обозначено
5 = л° у0 + -V1 У1 4- • • • 4- хп у„, л*0 = 1, ул = 1.

Отсюда нетрудно получить ненулевые компоненты тензора кривизны

Легко проверить, что ковариантная производная этого тензора равна
нулю. Наконец, можно показать, что интеграл }>ормы (14) принадле-
жит семейству, указанному в теореме, и соответствует случаю пар.
в которых точка инцидентна гиперплоскости.

Выражаю глубокую благодарность профессору А. М. Васильеву 
за постановку задачи и внимательное отношение к работе.

Армянский педагогический институт 
им. X. Лбов я на

209



II. Ք. 2ԱՐ11Ի1*3ՈԻՆ5ԱՆ
РРп ։»|гп |ե1|ւո|ււ| տսւրածութ |ան ЦГП-ЦП1 յգերի

иիմԼւորի 1| տարածության եր1|րաչափութ յան մասին

աջ է գալիս Ռաշևսկու տվյալ տարածության ստրուկտուրան

Հսպանի է, որէւ պարամետրերից կախված Ա-պատիկ ին տ ե գ ր ա [ ին կարելի 
է ինվարիանտ ձևով, այսինքն' լոկալ կոորդինատական համակարգի ընտրու­
թյունից անկախ, միացնել Հատուկ տեսքի աֆինական կապակցություն ին­
տեգրման փոփոխականների և պարամետրերի բազմաձևության վրա, այն է, 
Ռաշևսկոլ տարածութ (ան պսևդոոիմանյան կապակցություն: Այստեղ բրնա- 
կանարար աո
առաջացնող ին տե դրալների դասի առանձնացման խնդիրը: Պ ս և դո Լվկյի դ լան 
տարածության դեպքում համապատասխան դասի ինտեգրալներր ձևականո­
րեն նման են Ֆուր քե- Լաս/լասի ինտեգրալներին: 11ույն աշխատանքում վերր 
նշված խնդիրք լուծված է դըուից տարրեր կորություն ունեցող տարածու­
թյունների ւգարղագույն դասերից մեկի' պրոյեկտիվ տարածութ յան
<ւ 1լե տ ֊հ ի պ ե րհ ա րթ ո ւթ (ուն» զույգերի սիմետրիկ տարածության հաւ?ար։
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