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Рассматриваются задачи о случайных точках в //-мерном евкли
довом пространстве Еп. Случайные точки либо распределены на 
//-мерной единичной сфере, либо же выбираются случайно из сово
купности вершин //-мерного куба. Задачи второй группы являются 
дискретными аналогами задач первой группы и представляют опре
деленный интерес для теории и практики информационного поиска.

Пусть х = ... х„) и у =- (у։у2 ... ул) радиус-векторы неза
висимых случайных точек х и у, имеющих равномерные распределе
ния на //-мерной единичной сфере с центром в начале координат. 
Легко показать, что при этом имеют место

М|со5(ху)| =0, £)|со5(аУ)| = —.
п

Пусть х = (х1х։... хп) и у = (у։у2... Ул) радиус-векторы не
зависимых случайных точек л* и у, имеющих равномерные распреде
ления на соответствующих окружностях сферы, определенных задан
ными значениями соз(д'20) и соз(уг0), где ~0 = (• • • 2°«) радиус* 
вектор произвольно выбранной точки г0. Покажем, что при этом 
имеет место следующая теорема:

Теорема 1.
а) М[со8(ху)| = со5(л-20)со5(уг0);

0202
б) £>[со8(ху)] = —Д—1;

п— 1 ,
в) при со52(хг0)-]֊со8։(уг0)<^1 величина |р|со$(ху)^ >0|- 77। 

является монотонно возрастающей нечетной функцией 
аргумента со8(хг0)со8(уг0);

г) при со8а(А20) 4-соз։(уг0)^:1 имеет место՝.
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Р[сО8(ху)>0|------ — 5£П |со8(д-г0)со5( уг0)] •

Приняв в качестве базы п-мерного пространства систему векто
ров, один из которых (например, с индексом 1) проходит через точ
ку г0, получим

соз(ху) = со8(хг0)со8(уг0)4* У */У/-

п
Закон распределения случайной величины у х,у, совпадает с зако- 

/- 2
ном распределения случайной величины соз(иг<), где А)1- 
= V 1— со5։(хз0) , 1—со52(у*0) , а и = (и}и2 ... нл_1) и V —
= радиус-векторы независимых случайных точек и и V,
имеющих равномерные распределения на (п — 1 )-мерной единичной 
сфере с центром в начале координат. Отсюда с учетом (1), (2) легко 
убедиться в справедливости всех четырех пунктов теоремы.

В частном случае, когда п = 2, формулировка пункта а) теоремы
1 приводит к известному соотношению:՝, .

СО8(аЧ- Э)4-СО5(а—3) = 2СО8*СО80.

Последний пункт теоремы 1 остается справедливым при произ
вольных законах распределений случайных точек х и у на упомяну
тых выше окружностях. При некоторых обобщениях законов распре
делений хну остаются справедливыми также другие пункты теоре
мы 1, что придает теореме в целом определенную прикладную значи
мость.

Рассмотрим, например, совокупность всех 2Л — 2 бинарных рунк-■I
ции, определенных на некотором множестве из п элементов и не рав
ных тождественно нулю или единице. Задание каждой из этих функ
ции риксирует определенное подмножество исходного множества и
соответствующую изображающую точку /2-мерного евклидового прос
транства Еп, координаты которой равны значениям данной Гн ункции.т

Геометрическим местом изображающих точек является совокупность
всех вершин л-мерного куба за исключением точек (00...0) и (11...1). 
По определению, коэффициент линейной корреляции г (ху) между про
извольно выбранными 
X = (А1А,2 ... Xл) и
векторами х=(х1х2...

о.ункциями х и у с изображающими точками
У = () \ Га ... Уп) равен косинусу угла между
хл) и у-(У1У2... Ул) с координатами

— ..Iя — Iя
Х/=А’/-------У у1 — У(-------- V V/

/2 /-1 П
или, что то же самое, косинусу угла между радиус-некторами точек

Геометрическим

ная сфера с центром в начале

местом этих точек служит единич-

координат, скалярные произведения
всех радиус-векторов которой с радиус-вектором точки (11... 1) 
равны нулю.
158



Пусть х и у случайные функции, изображающие точки которых 
Л и Г имеют независимые и равномерные распределения на соответ
ствующих подмножествах вершин куба, определенных заданными 
значениями г(хг$) и г(уг0), где бинарная функция, соответству
ющая некоторой произвольно выбранной вершине Покажем 
что при этом имеет место следующая теорема:

1' е о р е м а 2

М[г(ху)]^г(х?0)г(уг0) или Л1[со5(ху)| = со5(хг0)соз(уг0).

От теоремы 1 эта теорема отличается тем, что здесь Случайные 
точки х и у имеют дискретные распределения на соответствующих 
окружностях единичной сферы, фактическая размерность которой 
равна п— 1.

Для доказательства теоремы 2 выделим из случайной величины 
г(ху) неслучайную компоненту г(х?0)г(уг0), приняв в качестве базы 
//-мерного пространства систему векторов, один из которых (напри-

мер, с индексом 1) совпадает с радиус-вектором точки г0=-=Д:
К1

г(ху) = г(х?01г(уг0)-(- V х,у, 
1-2

или
г(лу)=/-(х?0)г(угв)֊ /IV,

откуда с учетом независимости векторов и — х—Пр,х и *и = у — Пр?։у 
получим

ЛЦг(ху)] =г(хг0)г(уг0)4-М(н)'И(г’).

Отсюда следует, что для доказательства теоремы 2 достаточно 
показать, что имеют место М(н) = 0 или Л1(г/)=0. Для удобства 
дальнейшего изложения координатные представления //-мерных век
торов будем рассматривать как соответствующие //-разрядные коды, 
• 1егко показать, что имеет место 

Чо
>Г«То(Л-а)('г-7о)

где: 
’—число единиц в коде Д',

число единиц в коде 20,
число разрядов, где коды X и /0 одновременно содержат еди

ницы.
Из (3) следует, что при фиксированном /0 заданное значение 

Л(Лго) в общем случае может быть достигнуто при различных парах 
значений ах2в и а. Поразрядной проверкой легко убедиться, что для 
произвольной фиксированной пары значений а*!, и з имеет место 
Л1(н)^0, откуда следует справедливость теоремы 2.

Пусть при фиксированных точках х0 и у0 случайная точка г 
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имеет равномерное распределение на //֊мерной единичной сфере. 
Покажем, что при этом имеет место следующая теорема:

Теорема 3.
ЛЛ1 / \ / \1 СОБ(Х0у0)
М[со5(х02')со5(у0г)| = — .

п
Примем в качестве базы //-мерного евклидового пространства 

систему векторов, один из которых (например, с индексом 1) прохо
дит через точку х0, а другой (например, с индексом 2) принадлежит 
плоскости, содержащей радиус-векторы точек х0 и у0. Тогда имеют 
место:

•'■01 ~ 1 » Л 02 ~ X03 = • • • =

Уо1 = СО5(Х0у0), Уде = I 1 СО52(Х0у0), Уоз == = =

со8(2Х0), = г1։ со5(гу0)=г1у01+г2у0„

со5(2Х0)со5(гу0)-2֊со8(х0у0)4-г1г,У 1—соз2(х0у0),

Л1|со5(2х0кО5(гу0)| = соз(х0у)Л1(г2) + /1 —соз2(л0у0)

В силу симметрии имеют место = 0, М(г2)=—, т. е.
п

ЛЛ1 7 Ч 7 С05(ЛоУ0)
Л1[со5(гх0)со8(гу0)| = —- 

п

В частном случае, когда д = 2, формулировка теоремы 3 приво
дит к известному соотношению:

2к

СОБ X СО8(Х—я)б/д' = т: С05 Я. 

о

Рассмотрим множество точек —всех вершин //-мерного куба, за 
исключением вершин (00... 0) и (11 ... 1). Пусть при фиксирован
ных точках Хо и Ко случайная точка 7. имеет равномерное распре
деление на элементах этого множества. Покажем, что при этом 
имеет место следующая теорема:

Теорема 4.

Л1[г(х0г)г(у0г)| =Г<Л|’>’<>) или Л/[со5(х0г)со5(у0г)1 = •
/7—1 //—1

От теоремы 3 эта теорема отличается тем, что здесь случайная 
точка г имеет дискретное распределение на единичной сфере, фак
тическая размерность которой равна // — 1. Здесь, как и при доказа
тельстве теоремы 3, имеет место

М|со5(х0г)со5(у0г)|=со5(х0у0)М(2:2)-г / 1-со82(х0у0) М(г։г2).

Однако, в отличие от теоремы 3, где непрерывное и равномерное 
распределение случайной точки г на (//—1)-мерной сфере позволило 
бы, оперируя условиями симметричности, утверждать справедливость
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Л1(г։г։)=0 и /И(г2) = здесь эти равенства не столь очевидны

и требуют своего доказательства. Для простоты изложения и не в 
ущерб общности доказательства примем, что Л'о = (100 ... 0). Сгруп
пируем все коды точек 7 = (\7гХ3... £„), содержащих в первых 
разрядах единицы, по числу единиц £=0, 1, 2... (п-2), содержа
щихся в остальных п — 1 разрядах, и покажем, что для каждой из 
этих групп имеет место ^2^ = 0. Для каждой из этих групп значе

ние г1 постоянно и равно г1 = г(хог)=

разрядной проверкой легко убедиться, что для каждой из этих групп 
г

сумма векторов типа г—ПРх?= -=г — — ф^) равна нулю, т. е. сум- 
Н 1хо1

ма проекций каждой группы векторов г на плоскости, перпендику
лярной вектору х(), равна нулю. Отсюда следует, что для каждой из 
этих групп имеет место 2^1^=0. Можно показать, что аналогичная 
картина имеет место при рассмотрении точек / = (0/273... /„), коды 
которых в первом разряде содержат нули, что окончательно убеж
дает в справедливости Л1(г1г,) = 0.

Для доказательства условия Ж(з?)= —!— также примем, что 
п— 1

Ло= (100 ... 0). Рассматривая, как и в предыдущем случае, группу 
векторов 7 с одинаковыми числами (£) единиц в остальных п — 1 
разрядах, легко показать, что сумма квадратов проекции всех воз
можных векторов г на вектор л0 равна величине

*-о

(п-£-1)2
п — 1(л—1)(М֊1)(л-Л — 1)

е. имеет место

п— 1

Научно-производственное объединение 
«Армсельхозмеханизация»

Դ. Հ ԱՎԷՏԻՍՅԱՆԻնֆորմատիկա փ կինակացրակաքւ տեսության հետ աոնչւ|ոԴ £пги թեաեւհւեւի մասին
էվկլիղյան տաՐա&ո 1 թյան մեջ դիտարկվում են պատահական կետեր 

վասարաչափ բաշխված Հ\~չափանի դնդային մակերևույթի կամ [1֊ ս։փա / 
խորանարդի դադս՚թների բադմ ութ յան վրա։ Երկրորդ դեպքում դիտար ^վ / 
խնդիրներն ունեն կիռարական մեծ նշանակություն աոնչված ինֆորմադի յի 
փնտրման ավտոմատադված համակարդերի ստեղծման >ետ.
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