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Пусть /(г), Ре 2>0—дифференцируемая функция и допускает 
непрерывное продолжение на {г; Ре 2^01. Мы скажем, что /(г) яв
ляется ^-квазиконформным отображением, если она удовлетворяет 
уравнению Бельтрами

д1 
дг

д1
дг ’

где *(г) —измеримая функция и

1Х(*)| Ре 2>0.

Множество Е^_\г\ Ре2 = 0} называется множеством единствен
ности для /<-квазиконформных отображений, если любая функция 
/(г), удовлетворяющая уравнению (1) и обращающаяся в нуль на 
множестве Е, тождественно равняется нулю. Семейство таких мно
жеств мы обозначим через ЩК).

В настоящей статье мы приводим достаточное условие на замк
нутое множество Е^{г\ Ре2 = 0}, при котором оно принадлежит 
и(К). Приводятся также некоторые необходимые условия на Е^СЦК)

1. Хорошо известно (’), что если /(г) —ограниченная функция, 
удовлетворяющая уравнению Бельтрами (1), то она допускает пред
ставление

/(г) = £(?(*)), (3)

где £(ад)—-ограниченная аналитическая функция, а ?(г) —/С-квазикон- 
формное и гомеоморфное отображение правой полуплоскости на 
себя. Через Л(/) обозначим следующую функцию:

//(/) — —/©(//), —оо</<оо.

Функция հ(է) удовлетворяет неравенствам (*)

144



1 А(хД о—А(х)
ЦК) А(х)—Л(х—/)

^ЦЮ, (3)

где

причем р-1(х)—обратная функция для

Приведенное значение для >.(К) уточнить нельзя (։), однако сущест
вуют более простые оценки, например

ЦК) <
16

Каждая монотонная функция А(х) порождает меру на (— ©о, ею), 
которую мы обозначим через рЛ. Легко заметить, что из представле
ния (2) следует, что Е£П(к), если рл(£')>0 для любой функции 
А(х), удовлетворяющей неравенствам (3).

Приведем некоторые обозначения и результаты о квазиконформ
ных отображениях, которые будут применяться в дальнейшем. Для 
любой точки х и любого множества Е положим

р(х, £') = 1п( |х—у|,

где |х—у| —расстояние точек х и у. Длину интервала Д = (х; а<х<^ 
обозначим через |Д|.
Пусть А(х) —монотонная функция, удовлетворяющая неравенст

вам:

1
Л1

А(х-Н)—/г(х) 
А(х)—Л(х—/)

</И, -сю<А-, /<ею.

Тогда существует (см. (2), стр. 69) ЛР-квазиконформное отображе
ние ч>(з) правой полуплоскости на себя такое, что у(1х) — 1й(х).

2. Основным результатом настоящей статьи является следующая
Теорема. Пусть /(г) —непрерывная на Кег^О, А — квазикон

формное отображение, а Е—замкнутое множество, лежащее на 
мнимой оси. Предположим, что существует интервал Д_[г; Ке* = 
в0| такой, что

Г дх |Д|3
] р»-(х, Е) < 12 ’
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где 23 = >(Ю 1 1
ЧА')

Если /(г) обращается в нуль на множестве Е} то она том- 
дественно равна нулю.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любой функ
ции А(х), которая удовлетворяет неравенствам (3), рЛ(^)^>0.

Сначала докажем некоторые неравенства для функции А(х). 
Пусть х и Ъ—положительные числа, причем с<^х. Тогда

А(х-}-о)—А(х)г=сЦА(х) —Л(х—о)),

где л = л(А). Так как А(0)<А(х—5), то

А(х4-о)—А(х)</.(А(х)—Л(0)).

Если 3*<х, то

Л(х+о)—А(х—о)^а(А(х—о)—А(х—Зо)),

или

А(О)<А(х—Зо)^

(к-4-1)аА(х)-(2>.+ 1)А(х4-г) _ Х>А(х)-(2Ч-1)(А(х-Н)-Л(л))
X* /2

Таким образом, при Зо<^х имеет место неравенство

А(х+г)—й(х)<-^—(Л(х)-А(О)).

Если для некоторого натурального п имеет место неравенство (2я— 
— 1)б<х, то

А(х+^)-А(х)^
/Л

(кч-1)л-ля
(А(х)-А(О)). (4)

Действительно, пусть (2я+1 —1)о<х и имеет место неравенство (4). 
Из неравенства (3), где вместо х написано х-|-й—2Я8, а вместо С 
2Л2, имеем

А(х4֊г)-А(х4֊о-2''о)<Х(А(х+б-2яг)֊֊А(х+о-2я + Ч)).

Поэтому

А(0)’сА(х4-г֊2яЗ)< — ((х+1)А(х4-г-2'«г)-А(хн-й))^

(к+1)й(х-}-г-2»-ч

п
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_1_ 
; л + ։

/." + 'Л(х)֊((Х+1)"+'_Х«+1)(й(х+։)-й(х))

Следовательно

А(л' {-с) — А(х)«^
)/։+!

(Л(л)-Л(О)).

Аналогичными рассуждениями можно доказать, что если (2л~ 1)^х,
то

И

й(5)-й(О) (А(х-Н)-Л(г)). (5)
(Ч-1)я—

Пусть и А2—два интервала, которые не пересекаются и име
ют общую граничную точку. Из полученных нами неравенств (4) и 
(5) следует, что

(6)

если (2я—1)|А1|<|А2|. В частности, неравенство имеет место при п =

целая часть числа а. Поэтому

Заметим, что если |Д1|^л|Д2| 1о£2------- , то

х На(Д2) =
|А.|
•д‘| рл(А2) =>О£,

Теперь рассмотрим открытое множество Ах/Г. Пусть А/, / = 
в1, 2,... составляющие интервалы множества А Е. Предположим, 
что для любого у имеет место неравенство

1д/1< — |А\А/.| 1О£2

Через Д’, обозначим интервал наибольшей длины, содержащийся в 
АхД/։ Заметим, что 2|Д^|>|ДхД/|. Мы доказали, что имеет место не

равенство
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Суммируя по /, получим:

Отсюда получим:

рА(Д\Е)

1

— ?ь(Е).

Если бы имело место неравенство

(8)

то рЛ(£')=0, так как в противном случае рЛ(Д'х£)=0 и поэтому 
Рл(Д) =0.

Легко заметить, что

С с!х _ 2|“2з|Д/|®

. Е) о

Следовательно, условие (8) можно записать в следующей форме:

2|Д|
Е) О)

Таким образом, мы 
воряют неравенству (7),

доказали теорему, полагая, что
которое можно записать и в виде

удовлет-

*

I

>. |0£г

2

или, что то же самое,

Е)
а(2’-1) (10)

В общем случае неравенство (10) не имеет места, однако мы можем 
построить новое множество Е', добавляя к множеству Е конечное 
число точек так, чтобы имело место неравенство

р(х, £')=с
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Остается проверить, что из условия теоремы, наложенного на мно
жество Л', следует неравенство (9), написанное для Е'. Заметим, что 
Е' можно было построить так, чтобы

|Д||-

Далее имеем

С йх /2,н+»-2у |ДХ£| / ։ /2’+'-Н-2 У\ Г (1х
] ₽1-(х, Е) V 0(2’—1) / Л \ о(2’-1) / /]р։-’(х, Е)

Теорема доказана, так как рЛ(£) == рл(£').
Замечание. Пусть замкнутое множество Е не удовлетворяет 

условию теоремы. Тогда для любого интервала Л имеет место нера
венство

Если Е такое множество, что имеет место также неравенство

(12)

то функция

удовлетворяет неравенствам

В силу теоремы Лльфорса и Бёрдинга, приведенной во введении на
стоящей статьи, существует Л'-квазиконформное отображение 
правой полуплоскости на себя такое, что ф(/л՜) —/7г(х), —<эс<х<^ос.

Пусть Е—множество х, для которых существует точка у£Е та
кая, что Л(у)«х. Заметим, что мера Лебега замкнутого множества 

равна нулю. Следовательно, существует аналитическая функция 
£(<г) ЛО, Не<>0, непрерывная вплоть до границы и равная нулю на 
множестве Е. Тогда /(-г) = £(?(£)) является Л-квазиконформной и 
обращается в нуль на множестве Е\ причем / 0.



Интересно заметить, что значение параметра а в приведенных 
выше рассуждениях не играло никакой роли. В качестве а в усло
виях (И) и (12) можно было брать любое число 0<з<^1.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ա. ՎԱՂԱէ՚էԱԿՅԱՆՄիակության թեորեման քվսպիկոնֆորմ ր)արտապատկերումների նա մա г
Դիցուք ք(2)~Ը ա! կիսահարթության վրա որոշված 

ւյիա է և բավարարում է ք^Լլտրամ ի հավասարմանը
դ/ւ ֆե ր են g ե լքւ ֆուն կ֊

df / Xdf ֊ =X(Z) — 
dz dz ’

հերկա հոդվածում ապացուցված է, որ ե քժ ե 
֊ն' ինաե րվա լ ընկած կեղծ աոանդքի վրա 

ւ անհավասարա քժքունը'

E-ն փակ 
աւնպեււ, որ

րաէքմսւքժրսն է,
Ш ԿՒ if էն fi հե ~

որտեղ 2* = --------  ք |Д|*Ъ ե րկ ա ր ալ քժ լանն է, ապա I'ե լա ր ա մ ft հաւք աս ար~

Սանր րավարարորյ ֆունկցիան, пР£ ր1Րո դաոնում րւսղմուք(1 լան *1ГШ

նա քնարար հաւք ասա ր է *1ՐՈ1Ւ։ Ikfuufhrj I ֊ն հսւսսւաաուն Լ կաքաքած մքւալն
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