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О максимальном цикле гра ЗЕ а
(Представлено чл -корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 18/1Х 1980)

Рассматриваются конечные неориентированные графы без пе­
тель и кратных ребер. Все понятия и обозначения, не определяемые 
здесь, можно найти в книге Харари (։). Для любого подграфа А 
графа 6 через и А'(А) будем обозначать соответственно мно­
жество вершин и множество ребер подграфа А. Первый и последний 
элементы любой конечной последовательности I обозначаются через 
Л(/) и А(/) соответственно. Пусть а(О) обозначает число вершинной 
независимости графа О, о(б) —минимальную степень, £(С7) —вершин­
ную связность, А(О) —максимальную длину простых циклов графа О 
и —множество вершин, смежных с вершиной

Дирак (2) доказал, что если в графе О имеет место о(О)>и(О)/2, 
где ъ(в) = 11/(0)!, то О—гамильтонов, т. е. А(0) = г»(0). В работе (’) 
доказано также, что если о((7)^г»(О)/2 и Ь(О)^2, то Л(О’)^2б(С).

Нэш-Вильямс (3) доказал, что если 2-связный граф С удовлет­
воряет условиям о(6)^(т>(С/)4֊2)/3, £(0)>а(0), то Л(0) = г>(0).

П. Эрдёш и В. Хватал (4) доказали гамильтоновость графа О 
при условии а(О)^А(О).

В настоящем сообщении приводятся следующие результаты.
Теорема 1. Если 2-связный граф О удовлетворяет условию 

ЦС)>(‘У(О)4-Л(О))/3, то = и(О).
Теорема 2. Если 3-связный граф О удовлетворяет условию 

г(О)^(О)+*(О))/3, то Л(О)>ЗЦО)--Л(б).
Рассмотрим произвольный 2-связный граф О, для которого 5 — 

= ^2» • ■^*1 является некоторым разделяющим множеством вер­
шин. Компоненты связности графа 0 — 5 обозначим через О։, О։, ..., 
О,. ,

Пару цепей С}, R графа О назовем 5-допустимой, если
|А(0), А(/?)|С2|/(/У։), |А((?), У(ОЖ(/?) = 0,
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где
н։ = и О/, 

I •• 1
/л=и /е{1,2,

। •* / +1

Для
е^|1, 2}, У* = И(0)иИ(/?).

^-допустимой пары С}, R введем обозначения
= |МЛ(3))п и, (12 = |ЛГ(А(Ю)П V*!.

Для произвольной простой цепи / и для произвольных вершин 
«, ^€^(0 через |«, и] ♦ / будем обозначать подцепь цепи /, соеди­
няющую вершины и и V.

Доказательства теорем 1 и 2 опираются на следующие леммы:
Лемма I. Если для 3-допустимой пары цепей (), R графа 

О имеет место с\ 4՜ И*Ц-1, то существует цепь Р = 1, удов­
летворяющая условию

Е(Р) = Ц<1), ЦР) = Е(Р), У(Р)=У*. (1)
Лемм а 2. Если для 3-допустимой пары цепей (), R графа 

С имеет место | V* П 5|=А^З, то либо существует цепь Р=1Ъ 
удовлетворяющая условию (1), либо существует цепь Р = /2, удов­
летворяющая условию

Е(Р) = Ц()), ЦР) = Е(Р), У(Р)с^У(Нд\33, 
У(Р)П5с1/*Г)5. |ЦР)></14Ч֊1.

(2)

либо существует цепь Р=13, удовлетворяющая условии)

(3)

Если же для 3-допустимой пары (}, R имеет место А = 2, 
то либо существует цепь Р~1^, удовлетворяющая хотя бы одно­
му из условий (1), (2), либо для любой вершины ?£3, отличной 
от Ц()) и Л(/?), существует цепь Р=1^ удовлетворяющая условию

Е(Р)^3, ЦРЮ. У(Р)^(Н։)[_)3, (4)
И(Р)П$с{£((?),5(/?), г},

Лемма 3. Для 3-допустимой пары цепей (?, R либо суще­
ствует цепь Р = 1^ удовлетворяющая хотя бы одному из условий 
(1), (2), либо существует цепь Р=1^ удовлетворяющая условию

Р(Р) = £((?), £(Р)=Р(/?), 1 (5)
И(Р)Л$с1/*П֊$, |Р'(Р)>т1п(</1, б/,)+Д-1. I

Теорема 2 доказывается конструктивным путем в том предполо­
жении, что в графе (7 нам известно некоторое разделяющее мно­
жество «$ = {<01, 'Уо, ..г'Д. Приводим лишь набросок доказательства 
теоремы 2.

Пусть ®(6) —-ц, 5(0)=^, 6(6՝)=/?, А(О) = А и пусть Сх, 0\, .. 
0/—компоненты связности графа 0—3. Введем обозначения
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н. = и а, 
<-1

Нг = в,.

Без потери общности можем предполагать, что |1/(//8)|^|1/(//1)|, 
Случай 1. 11/(Л/1)|^23—к— 1.
Пусть простая цепь Ц7 = Р1 удовлетворяет следующим усло­

виям: ' I
а!) £(и/)€5, И( 1Г)<=
а2) если цепь №' = Р удовлетворяет условию а1), то

аЗ) если цепь №=Р удовлетворяет условиям а1), а2), то
|{»7 VIР) Л ЩО.)011<|{«7У(Рг) л Ц(/,)+0 Л;

а4) если цепь IV = Р удовлетворяет условиям а1)—аЗ), то
|К(Р)|<1'(Р։)|.

Если для некоторого числа /СП, 2,..-, 1} имеет место
^Ж(йИ0. У(о^ \\рх)±о, (б)

то существует 5-допустимая пара цепей (К, 7) = (рх, Р2), удовлет­
воряющая следующим условиям:

61) А(Г) = Р(Р1), Р(7)==Л(Р1), Р(У)^У(НХ\ 
[Р(Л), «илсх (А(Рр)

где У( У) и 1/(7),
62) если 5-допустимая пара (К, 7) = (/։, /2) удовлетворяет ус­

ловию 61), то

1(^(/1)иИ/,))П5|<|ГП5|;
63) если 5-допустимая пара (К, £) = (/1, /2) удовлетворяет ус­

ловиям 61), 62), то
|{^7^(<7,)П( ^(/,)и^(/2)))|^|{//К(О/)П ^Г=^0||;

64) если 5-допустимая пара (К, 7) = (/г, /2) удовлетворяет ус­
ловиям 61)—63), то

1И/1)иц/2)|<и;|.
Для р1։ Р2 существует цепь Р=Р2, удовлетворяющая условиям 

леммы 2.
Если же условие (6) не имеет места, то будем предполагать, 

что Р2 — Р1, = к(Р։).
Пусть простая цепь М/ = Р3 удовлетворяет следующим условиям: 
в1) Р(и/)=Р(Р2), £(У7) = £(Р2),

И(^)ПИ;с{Р(РД £(Р,)|;
в2) если цепь У7 = Р удовлетворяет условию в1), то 

1ИР)П5|<1/(РЭ)П5|;
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вЗ) если цепь У/ Р удовлетворяет условиям в1), в2), то
|ЦР)|<|1/(Р»)|.

Если ^(О,)\1/(Р։)У=0, то существует 5-допустимая пара це­
пей (К, 2) = (Р3, R,), удовлетворяющая следующим условиям:

И) £(Г) = Р(Р,), /=•(£) = £(Р։), £(2)€1/(Н։),
|Р(Р։), «I I Р,<=Г. [£(Р։), ®] 1 Р։с^, у;с=Г(/7։)и$, 

и;п и;с{Г(р։), £(р։)}, |Н|>ц/(Р3)|, 
где 1/;=У(Г)иГ(2), «^Л-(Р։);

г2) если 5-допустимая пара (Г, 2) = (/„ /,) удовлетворяет ус- 
ловию г1), то

К ^(А)и У(/2))П5|<|И:п$1;
гЗ) если 5-допустимая пара (К, /) = (/ь /2) 

ловиям г1) —г2), то
1^1)ии/1)|<|у;|.

удовлетворяет ус-

Для Р3, существует цепь Р=Р4, удовлетворяющая условиям 
леммы 3.

Если же У(Р3) = 0, то будем предполагать, что Р< = Р3, 
^(Р3).

Исходя из построений цепей Р2 и Р4, можно показать, что 
простой цикл Р2(ЗР4 имеет не менее Зо—к вершин.

Случай 2. |^(//1)|^2о-2^+1.
Рассуждения здесь можно провести аналогично случаю 1.
Случай 3. |1/(/А)| = 2о-£-2-0, ₽€{0, 1,..., £-4|.
Пусть простая цепь 1^’=-Р1 удовлетворяет следующим условиям:
к1) И !/(//,)иГЧ1ПП$1<₽+3;
к2) если цепь Ц7 = Р удовлетворяет условию к1), то

|1/(Р)П5|^|1/(Р,)Л5|;
кЗ.) если цепь 1^=Р удовлетворяет условиям к1), к2), то 

|1/(Р)|е|1/(Р։)|.
Если 1^(^,)ч1/(Р1)У=0, то существует 5-допустимая пара 

(К, 2) = (/?։, /?,), удовлетворяющая следующим условиям:
л1) £(Г) = Р(Р։), Р(2) = £(Р։), Р(Г)€И//։), £(2ИЦ//։),

|Р(Р։), “1 т Р1£^. К(Л). I РхС^, 
|У;|>Р(Р։)1. |У;Г1$М+3,

где и;= И(Г)иП2), uv(iX(Pi)\
л2) если ^-допустимая пара (К, = /։) удовлетворяет

условию л1), то

лЗ) если 5-допустимая пара (Г, /) = (/1։ /2) удовлетворяет ус­
ловиям л1), л2), то

Для Р1։ Р2 существует цепь Р^Р^ удовлетворяющая условиям 
леммы 3.

85



Если же 1/(Р1) — 0, то будем предполагать, что Р,= Ръ
и;=^(Р։).

Пусть простая цепь \У = Р3 удовлетворяет следующим условиям:
м!) Р(Ц7) = Р(Рг), £(Г)=£(Р։),

И^)П^>{Р(Р,)։ £(Р,)};
м2) если цепь 1Г = Р удовлетворяет условию м1), то

|1/(Р)П5|<|У(Рэ)ПЯ
м3) если цепь Ц/ = Р удовлетворяет условиям м1), м2), то 

|{*7^(/>)ПИ(О/)^0}|<|г71/(Р3)Г)1/(О/)^0}|;

м4) если цепь XV = Р удовлетворяет условиям м1), м2), м3), то 

|У(Р)К|У(Рз)|.
Цепь Р3 удовлетворяет условию 1/(/71)\1/(Р3) = 0.
Пусть тройка цепей (IV7, У', 7) = (РА, Р:>, /?в) удовлетворяет

следующим условиям:
н1) Р(Г) = Р(РЛ), £(Г) /;(Р3), 1/(Г)с1/(А/2)и^;
н2) пара У, 2. является ^-допустимой и существует только 

тогда, когда М7)^0,
нЗ) £(Г) = Р(Р3), Р(7) = £(Р3), Р( У'К ГЖ), Л(7К1/(Н2),

|Р(Р3), «| 1 |/.(Р3), г.] ՝ и/сг, |и;|>|У(И%
где Н=Г(Пи^(/). а^Л(и/);

н4) если 1/(/7.)\1/(Ц/) = 0, то 1/3*=1/(Г);
н5) и;^т>)и^ и;п1/(Р3)={р(Р3), цр.,)},
нб) если тройка (V/, У, 2) = (Р, /1 /2) удовлетворяет условиям 

н1) —н5), то
1(1'(/1)Ь ^(/2))П5| |Ц.;П5|;

и7) если тройка (IV՜, У, 7) = (Р, /։, /2) удовлетворяет условиям 
н1) —нб), то

рс>)и^(/։ж|у:|.
Для Р5, Ре существует цепь Р = Р5, удовлетворяющая условиям 

леммы 3.
Если Ц(А/2)4 Ц(Р4) = 0, то будем предполагать, что Р5 = Р4.
Простой цикл Р>иР3 либо является гамильтоновым циклом для 

графа (7, либо содержит по меньшей мере Зо—к вершин.
Доказательство теоремы 1 непосредственно следует из доказа­

тельства теоремы 2.
Следствие 1. Если 2-связный граф С удовлетворяет условию 

6(6)>ИО)+«(О)-֊1)/3, то А(О) = т/(О).
Следствие 2. Если 3-связный граф удовлетворяет условию 

г(О)^('У(О)+а(О)֊1)/3, то А((7)>Зо((/)֊а(2)+1.
Рассмотрим графы = б3 = Л\, =

попарно без общих вершин, где Граф» полученный из графа



((714"^»)ипосредством добавления всевозможных ребер ху, 
где 1/(О3), У^У(ОЛ), обозначим через О0. Так как удаление ^ — вер­
шинного подграфа из графа О0 порождает ^+я4-1 компонент 
связности, то Л((70) = Зо((70)—/։(С70). Пример графа б0 показывает, что 
утверждения теорем 1 и 2 не улучшаемы.
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<Е Դ. ՆԻԿՈՂՈՍՅԱՆԴրաֆի մաք'սիմա| ցիկփ մասին
Դիցուք Ղ)֊ն (յ դրաֆի դադաիէնե րի քանակն է, Շ֊ն' նվադադու

տ ի ճ ան ր, հ~ր' պարդ ցիկլերի մաքսիմալ 
կապակցվածnt քժլա նր և 7.-Ն՝ դա դա ի1 ա լին 

եերկա աշխատանքում հ-ի համար 
նե րր.

Թեորեմ 1. Ե»>1յ 2-11ШШluliadած
երկարու թ լուն ր, ш tf ш [d ш [[At

անկախ ութ լան թիվը։
բերվում են հետև լայ դնահատա

G ղրաֆում տեղի ունիպայմ՛անը, ապա հ = V.

Թեորեմ 2. Եթե 3-կապակցված G գրաֆում տեղի ունոպայմանը, ապա' հ^՚ձհ— k:

Հետևանք 1. Եթե 2-կապակցված պայմանը, ապա' h — V'.

Հետևանք 2. Եթե 3-կապակցված պայմանը, ապա' /z^3r> — a-ի !•
G ցըաֆում տեր|[ւ ունի
(յ ցըաֆոէմ տեղի ունի
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